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第 1章

分野の背景と本稿の内容

本稿は、無理数を有理数でどれほどよく近似できるかを調べるディオファントス近似理論のうち、
とくにラグランジュスペクトラム・マルコフスペクトラム（以下、まとめて書くときはラグランジュ/

マルコフスペクトラムと書く）と呼ばれる集合の構造、ならびにその理論と関係して現れる一般化マ
ルコフ数について解説する入門書である。前提知識としては、極限・上極限、行列計算、初歩的な整
数論の基礎を想定する。順序集合、2 次形式、曲線の組合せ論、団代数に由来する用語については本
文中で必要な範囲を導入するが、とくに第 II 部ではやや抽象的な道具を用いる。本論（第 2章～第
8章）ではすべての命題を丁寧に証明する。本論に入る前に、本章ではこの分野の歴史的背景と、本
稿で扱う対象がどのような流れの中に位置づけられるかを概観する。

1.1 ラグランジュ/マルコフスペクトラムと一般化マルコフ数の歴史
まず、本稿で扱う対象とその周辺の概観を、時代の流れに沿って簡単に説明する。

1.1.1 連分数とディオファントス近似理論の登場
ラグランジュ/マルコフスペクトラムを述べる前に、その背景にあるディオファントス近似理論に
ついて触れておく。ディオファントス近似理論とは、大まかに言えば「無理数 αを有理数 p

q でどこ
までよく近似できるか」を調べる理論である。ここで「どこまでよく近似できるか」という問いには
多くのバリエーションがあるが、最も素朴な問いは次のようなものである。

問題 1.1.1. 無理数 αを考える。任意の ε > 0に対して、
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < εを満たす有理数 p
q は常に存在

するか。

この答えは真である。今日の実数の構成から見ればこれは自明な事実であり、しかもそのような有
理数は無限に存在する。しかし、ここからさらに一歩進んで、次の問いを考えることには十分な意味
がある。

問題 1.1.2. 無理数 αに収束する「性質の良い」有理数列を、どのように構成すればよいか。

この問いに対して、連分数展開を途中で打ち切ることによって得られる有理数列という 1つの答え
を与えたのが Eulerの 1737年の論文 [Eul37]である。Eulerが見出した無理数と無限連分数との関
係は、現在では次のような対応として理解されている。ただし、Euler自身がこの形で次の定理を証
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明したという意味ではない点には注意しておく。

定理 1.1.3. 最初の成分が整数、それ以降の各成分が正整数であるような無限数列全体の集合を S

とする。このとき、写像

F : S → R \Q, (ak)
∞
k=0 7→ [a0; a1, a2, . . . ] := a0 +

1

a1 +
1

a2+
1

...

は全単射である。

また、Lagrangeは 1770年の論文 [Lag70]において、連分数展開を用いて 2次無理数、すなわち
有理数係数の 2次方程式の解として現れる無理数を特徴づけた。

定理 1.1.4 (ラグランジュの定理). 無理数 α の連分数展開が最終的に周期的であることと、α が 2

次無理数であることは同値である。

この時代に得られた連分数に関する知見は、後に発展するディオファントス近似理論において中心
的な道具となっていく。
19世紀になると、「無理数を有理数でどれほどよく近似できるか」という根源的な問いは、次のよ
うな形で考えられるようになる。

問題 1.1.5. 無理数 αに対して、
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1
Lqn を満たす有理数 p

q が無限に存在するような L > 0

や n > 0は、どこまで大きくできるか。

この問題が何を問うているのかを、具体例を通して考えてみよう。無理数として π = 3.141592 . . .

をとる。π との差が小さい有理数は（先ほども述べたように）差の許容範囲をいくら小さくしても無
限に存在する。たとえば

∣∣∣π − p
q

∣∣∣ < 1
1000 を満たす有理数は、

p

q
=

3141

1000
,
6283

2000

(
=

31415

10000

)
,
314159

100000
,
392699

125000

(
=

3141592

1000000

)
,
15707963

5000000

(
=

31415926

10000000

)
, . . .

(1.1.1)

のようにいくらでも作ることができる。しかし、これらの有理数はいずれも比較的大きな分母を持っ
ている。一般に、要求する誤差が小さくなるほど、それを満たす有理数には相応に大きな分母が必要
になる。分母 q が小さい分数は数直線上で粗く並ぶため、特定の無理数の近くに来る可能性も低くな
るからである。したがって分数による近似というものを考えるときには、単に誤差が小さいかどうか
だけでなく、その誤差をどれほど小さな分母で実現しているかという点も重要な要素になる。この
「近似精度に対する分母の小ささ」は、 1

Lqn という形で表したときの nや Lの大きさによって測るこ
とができる。ただし、Lと nを同時に動かすと尺度が定まりにくいので、通常は一方を固定してもう
一方を調べる。
まず L = 1と固定し、(1.1.1)に現れた各有理数について、実際に取りうる nの上限を見てみよう。
この値は n = − log|π− p

q |
log q で計算でき、左から順におよそ 1.076, 1.222, 1.115, 1.213, 1.085となる。一

方、22
7 や 355

113 について同じ値を計算すると、それぞれおよそ 3.429, 3.201となり、上の例よりもずっ
と大きい。これは、 22

7 や 355
113 が、その分母の大きさから期待されるよりもはるかに良い近似を与え

ていることを意味している。
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このように、Lや nを大きく取れる近似を「良い近似」と呼ぶことにすれば、問題 1.1.5は与えら
れた無理数 αに対して、「近似の良さ」を表す指標 Lや nをどこまで引き上げると、それ以上の精度
を持つ有理数近似が無限には存在しなくなるのか？ということを問うているに他ならない。ただし、
この問いに答えることの意味はまだ明確ではない。この値は無理数の何を測っているのだろうか？そ
こでまず、「良い有理数近似をあまり持たない数」とはどのようなものかを考える。このとき、次の
事実が基本になる。

定理 1.1.6. 任意の有理数 αに対して、
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1
qn を満たす既約分数 p

q が無限個存在するような
nの上限は 1である。

これと、本格的なディオファントス近似理論の出発点の一つとされるディリクレの定理 [Dir42]を
比較してみよう。

定理 1.1.7 (ディリクレの定理). 任意の無理数 αに対して、
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1
qn を満たす有理数 p

q が無限
個存在するような nの上限は少なくとも 2である。

この 2つの定理から、有理数自身が実数の中で最も良い有理数近似を豊富には持たない数であるこ
とがわかる。言い換えると、L = 1としたときに取りうる nの上限は、「その実数がどれほど有理数
から性質的に離れているか」を測る指標と見ることができる。この上限は無理数度と呼ばれ、µ(α)

で表される。定理 1.1.6より有理数の無理数度は 1であり、Dirichletの定理より任意の無理数 αに
対して µ(α) ≥ 2である。さらに、µ(α) = 2となる無理数が存在することは、Liouvilleが [Lio44]で
示した次の定理（リュービルの定理）から従う。

定理 1.1.8 (リュービルの定理). αを d次の代数的無理数とする。このとき、ある定数 L > 0が存
在して、任意の有理数 p

q に対して
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ > 1
Lqd
が成り立つ。

この定理とディリクレの定理を組み合わせると、すべての 2次無理数の無理数度が 2であることが
わかる。実際、2次無理数 αについて µ(α) > 2であれば、ある ε > 0に対して

∣∣∣α− p
q

∣∣∣ < q−2−ε/2

を満たす既約分数 p
q が無限に存在するはずである。一方、Liouvilleの定理により、ある L > 0につ

いて常に
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ > 1
Lq2 が成り立つ。十分大きな q では 1

Lq2 > q−2−ε/2 となるため、これは矛盾で
ある。
このようにして、無理数を有理数で近似するという素朴な問いは、無理数度という量を通して、数
の性質を測る理論へと発展していったのである。ただしこのトピックをこれ以上深掘りすると本稿の
主題からは離れてしまうので、ここでは最後に 20世紀に Rothが示したロスの定理 [Rot55]を紹介
するにとどめる。

定理 1.1.9. αが代数的無理数であるとき、その無理数度は 2である。

この定理は、リュービルの定理を決定的に強化するものである。2次無理数だけでなく、すべての
代数的無理数は無理数度 2を超えることができない。したがって、無理数度が 2を超える無理数は必
ず超越数であり、ロスの定理は超越数判定の強力な十分条件も与えている。
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1.1.2 ラグランジュ定数とマルコフ定数の最小値問題
ディリクレの定理とリュービルの定理を踏まえると、任意の無理数 αに対して

∣∣∣α− p
q

∣∣∣ < 1
qn を満

たす有理数 p
q は n = 2までは無限に存在するが、指数をこれ以上引き上げることは一律には不可能

である。そこで次に自然に現れるのが、指数を n = 2に固定したうえで、定数 Lをどこまで大きく
できるかという問題である。
実数 αに対し、

∣∣∣α− p
q

∣∣∣ < 1
Lq2 を満たす有理数 p

q が無限個存在するような Lの上限を、αのラグ
ランジュ定数と呼び、L(α)で表す。上の問題は、ラグランジュ定数が取りうる最小値を問う問題で
ある。この答えは Hurwitzが 1891年に与えた [Hur91]。

定理 1.1.10. 任意の無理数 αについて L(α) ≥
√
5であり、たとえば α = 1+

√
5

2 では L(α) =
√
5と

なる。

さらに Hurwitzは、
√
5の次に小さいラグランジュ定数が 2

√
2であることも述べており、この事実

はMarkovの研究から得られるものだと記している。ただし、[Hur91]ではこの点の証明は与えられ
ておらず、言及にとどまっている。ここでいうMarkovの研究とは、1879年の論文 [Mar79]に始まる
不定 2次形式の研究である。Markovは、2変数 2次形式Q(x, y) = ax2+bxy+cy2に対し、判別式を
D = b2 − 4acとおいたとき、inf(x,y)∈Z2\{(0,0)} |Q(x, y)| =

√
D/M(Q)によって定まる量M(Q)を

考え、その値が小さくなる 2次形式を連分数理論に帰着して調べた。最小値はQ(x, y) = x2−xy−y2

によって与えられるM(Q) =
√
5であり、次に小さい値は Q(x, y) = x2 − 2xy− y2 によって与えら

れるM(Q) = 2
√
2である。このラグランジュ定数の問題とマルコフ定数の問題はどちらも連分数を

用いて解かれており、この類似性を Hurwitzは見抜いたのであった。ここに、ディオファントス近
似理論と 2 次形式論とが合流する道筋が現れるのである。なお Markov の研究は続く論文 [Mar80]

でさらに精密化され、現在マルコフの定理と呼ばれる結果に到達する（時系列的には Hurwitzがラ
グランジュ定数にMarkovの研究を応用できることに気がつくよりも 10年ほど前の話である）。

定理 1.1.11 (マルコフの定理). x2 + y2 + z2 = 3xyz の正整数解に現れる正整数全体の集合をM と
する。3未満のマルコフ定数全体の集合をM0 とすると、

M0 =

{√
9m2 − 4

m

∣∣∣∣∣ m ∈ M

}

が成り立つ。

M の元はマルコフ数と呼ばれる。マルコフ定数とは別の対象なので、用語の違いに注意しておき
たい。この定理は、3未満のマルコフ定数がマルコフ数によって完全に記述されることを意味してい
る。たとえばマルコフ数 1からは

√
5が、マルコフ数 2からは 2

√
2が得られる。これらの値は、連

分数理論を介してラグランジュ定数としても現れるが、その関係が明確な形で整理されるには、さら
に少し時間を要する。
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1.1.3 ラグランジュ/マルコフスペクトラムの研究
最小のラグランジュ定数やマルコフ定数の問題が解かれた後、数学者の関心は、これらの定数全体
がどのような集合をなすかという問題へ向かう。ラグランジュ定数全体の集合を L、マルコフ定数全
体の集合をMとおく。これらはそれぞれラグランジュスペクトラム、マルコフスペクトラムと呼ば
れる*1。これらの集合が連分数によって記述できることは、現在では次のように定式化されている。

定理 1.1.12. 両側無限列 a = (an)n∈Z ∈ ZZ
≥1 に対して、

ℓn(a) := [an; an+1, an+2, . . . ] + [0; an−1, an−2, . . . ]

とおく。このとき、

L =

{
lim sup
n→+∞

ℓn(a)

∣∣∣∣ a ∈ ZZ
≥1

}
, M =

{
sup
n∈Z

ℓn(a)

∣∣∣∣ a ∈ ZZ
≥1

}
が成り立つ。

この特徴づけは、Perron の論文 [Per21] において、証明を伴わずに現れる。後者の等式について
は、Markov の論文 [Mar79] の時点で本質的な内容がすでに到達されていたと見るのが自然である
が、上のような形で明示されたものとしては Perronのものが重要視された。そのため、これらの等
式はペロンの恒等式と呼ばれることが多い。ペロンの恒等式によって、ラグランジュスペクトラムと
マルコフスペクトラムは、ともに両側無限連分数列上の関数の上極限あるいは上限として扱えるよう
になる。この視点から、少し議論を挟むことで L ⊂ Mであることも自然に理解できる。また、3未
満の範囲では両者は完全に一致し、ラグランジュ定数もマルコフの定理と同じくマルコフ数で記述さ
れる。

定理 1.1.13. 3未満のラグランジュ定数について、

L ∩ (−∞, 3) =

{√
9m2 − 4

m

∣∣∣∣∣ m ∈ M

}

が成り立つ。

ペロンの恒等式以降、LやMの 3以上の領域について多くの研究が行われてきた。以下の話題は
本稿の主筋からはやや外れるが、スペクトラムの全体像を知るうえで重要な結果をいくつか紹介して
おく。まず、L ⊂ Mであることは先述したが、この包含が真の包含であることが Freimanによって
示された [Fre68]。

定理 1.1.14. L ⊊ Mが成り立つ。すなわち、M\L 6= ∅である。

また他に、歴史的に重要な定理が Hallによって 1947年に示された [Hal47]。

定理 1.1.15. [6,∞)は Lに含まれる。したがって、[6,∞)はMにも含まれる。

*1 ラグランジュスペクトラムについてもMarkovの貢献は大きいため、マルコフ・ラグランジュスペクトラムと呼ぶべき
だという意見もあり、筆者もその立場に共感している。ただし、本稿では名称が長くなること、およびマルコフスペク
トラムとの混同を避けることを考慮し、こちらの呼称を用いる。
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これは、十分大きなすべての実数がラグランジュスペクトラム、したがってマルコフスペクト
ラムにも含まれることを示す結果である。このような半直線はホールの半直線と呼ばれる。さらに
Freimanは 1975年に、この半直線の最小の始点を決定した [Fre75]。

定理 1.1.16. Lに含まれる最大の半直線は [cF ,∞)であり、その始点は

cF =
2221564096 + 283748

√
462

491993569
≈ 4.5278295661 · · ·

で与えられる。特に cF ∈ Lである。

この cF はフレイマン定数と呼ばれる。この結果から、[cF ,∞)では LもMも実数の半直線全体
を含むため、両者の違いは 3以上 cF 未満の範囲に集中して現れることになる。
残る区間 [3, cF )における LとMの構造は、現在も活発に研究されている。たとえばMoreiraは

2018年に、ハウスドルフ次元の観点から次の結果を示した [Mor18]。

定理 1.1.17. 任意の t ∈ Rに対して、dimH(L ∩ (−∞, t)) = dimH(M∩ (−∞, t))が成り立つ。こ
の共通の値を d(t)とおくと、d(t)は広義単調増加であり、max{t ∈ R | d(t) = 0} = 3が成り立つ。

さらに 2024 年には、Erazo–Lima–Matheus–Moreira–Vieira によって次の結果が得られた
[ELM+24]。

定理 1.1.18. inf(M\L) = 3である。

これらの結果から、LとMは [3, cF )の中で大域的には非常に近いフラクタル構造を持つ一方、集
合としての差は 3を超えた直後から現れることがわかる。このように、ラグランジュスペクトラムと
マルコフスペクトラムの研究は、古典的な連分数論から出発しながら現在もなお発展を続けているの
である。

1.1.4 マルコフ数と既約分数
ラグランジュ/マルコフスペクトラムの 3未満の部分を記述するマルコフ数は、もともとの動機で
あったディオファントス近似理論を離れてさまざまな文脈で研究されている。そのきっかけとなった
のが Frobeniusが 1913年の論文 [Fro13]である。この論文ではマルコフ数と既約分数を対応づけて
いる。この対応は、マルコフ数が、有理数、格子点、平面上の線分と深く結びついていることを示す
ものであり、現代のマルコフ数研究においても基本的な役割を果たしている。
この関係を説明するために、まず 1以上の正の既約分数 t = p

q を 1つとる。Frobeniusはこの分
数から次の手順で整数 mt を構成した。

(1) 各 i = 0, 1, . . . , p + q に対して、iq を p + q で割った余りを ri とおく。次に、各 i ∈
{1, 2, . . . , p+ q − 1} について、ri < ri+1 ならば文字 c を 1つ、ri > ri+1 ならば文字 d を 1

つ書く。このようにして、c, d からなる語 s を作る。
(2) s の各 c を 1, 1 に、各 d を 2, 2 に置き換えて整数列 S を作る。その S を用いて連分数

[2;S, 2] を考え、その既約分数表示における分子を mt とする。

このとき次の定理が成り立つ。
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定理 1.1.19. 上の方法で構成した mt はマルコフ数となる。さらに、t 7→ mt は 1以上の既約分数
全体から、1以外のマルコフ数全体への写像を与える。

この定理の画期的な点は主に 2つある。1つは、マルコフ数を既約分数でラベル付けできるように
なったことである。マルコフ数はもともとマルコフ方程式の正整数解の中に現れる数として定義され
るので、そのままでは各マルコフ数の位置づけが見えにくい。これに対して既約分数によるラベルを
入れると、マルコフ数全体に座標を与えたような形になり、個々のマルコフ数をずっと扱いやすくな
る。この考え方は現在でも標準的であり、本稿でも「分数ラベル」という形で同じ発想を用いる。
もう 1つの重要な点は、この構成が平面上の図形を用いて自然に理解できることである。点 (0, 0)

と (p+ q, q) を結ぶ線分を ℓ とすると、ℓ と直線 x = i との交点の y 座標は iq
p+q である。その小数

部分は ri
p+q にほかならない。したがって、ri の増減を調べることは、線分 ℓ が各縦帯 i ≤ x ≤ i+ 1

の中でどのように動いているかを見ていることになる。ここで q
p+q < 1 であるから、ℓ は各縦帯の

中で高々 1本の横格子線としか交わらない。そこで ri < ri+1 ならばその帯の中では横格子線と交わ
らず、ri > ri+1 ならばちょうど 1本の横格子線を横切ることになる。つまり、語 s は合同式の計算
で作られているように見えて、実際には有理傾きをもつ線分が整数格子をどのように横切るかを記録
したものになっているのである。
この観点はマルコフ方程式の正整数解という整数論的な対象が、平面上の格子線分や語の組合
せ論と直接につながっていることを示唆しており、これが後続の研究につながっていくのである。
Frobeniusはまた、マルコフ数に関する素朴でありながら非常に重要な予想を提示した。

予想 1.1.20 (フロベニウスの一意性予想). 任意のマルコフ数 cに対して、最大成分が cであるマル
コフ方程式の正整数解は、成分の順序を除いて一意に定まる。

分数ラベルの言葉では、これは異なる既約分数が異なるマルコフ数を与えるか、という問題として
理解できる。

予想 1.1.21. 分数ラベル t 7→ mt は単射である。

見た目は簡潔であるが、この問題はマルコフ数の内部構造に深く関わる難問であり、現在でも完全
には解決されていない。Frobeniusの仕事は、マルコフ数を既約分数で記述する方法を与えただけで
なく、その後長く研究される中心的な問題も同時に提示したのである。

1.1.5 マルコフ数の行列化と双曲幾何的解釈
1950 年代ごろから、マルコフ数をモジュラー群の元として実現する見方が発展する。転機の一
つが、1955 年の Cohn の論文 [Coh55] である。Cohn は、モジュラー群 SL(2,Z) の交換子部分群
[SL(2,Z), SL(2,Z)]に属する行列のトレースが、マルコフ方程式と密接に関係していることに着目
した。[SL(2,Z), SL(2,Z)]の生成元 A,B に対して、

(tr(A))2 + (tr(B))2 + (tr(AB))2 = tr(A) tr(B) tr(AB)

という関係式が現れる。これは x2 + y2 + z2 = xyz という方程式を与えるが、マルコフ方程式
x2 + y2 + z2 = 3xyz とは定数倍を除いて同じ情報を持つ。実際、マルコフ方程式の解 (a, b, c)から
(3a, 3b, 3c)を作ると前者の解になり、逆に前者に現れる正整数解は 3で割ることでマルコフ方程式
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の正整数解を与える。こうして、マルコフ方程式は行列のトレースの問題としても捉えられるように
なる。
Cohn の仕事の重要性は、単にマルコフ方程式に似た式が現れることを指摘した点にとどまらな
い。彼は行列M =

[
a b
c d

]
∈ SL(2,Z)に対して 2次形式 Q(x, y) = cx2 + (d− a)xy − by2 を対応さ

せ、Markovが研究していた不定 2次形式の最小値問題を行列の言葉で読み直す視点を与えた。これ
により、連分数や 2次形式の理論の中で現れていたマルコフ数が、離散群の理論の中でも自然に現れ
ることが明らかになった。この流れは、1971年の Cohnの論文 [Coh71]でさらに双曲幾何的な解釈
へとつながる。上半平面 H = {x + iy ∈ C | y > 0}に交換子部分群を作用させると、その商として
1点穿孔トーラスが得られる。このとき、群の元の共役類はトーラス上の閉曲線の自由ホモトピー類
に対応し、とくに原始的な双曲元は単純閉測地線に対応する。対応する行列を A、測地線の長さを
ℓ(A)と書けば、| tr(A)| = 2 cosh( ℓ(A)

2 )が成り立つ。したがって、トレースの値がマルコフ数の 3倍
として現れるという事実は、マルコフ数が 1点穿孔トーラス上の単純閉測地線の長さと直接結びつい
ていることを意味している。この双曲幾何的な解釈は、前小節で述べた分数ラベルとも深く関係して
いる。1点穿孔トーラスを点がついている普通のトーラスだと思って普遍被覆を考えると、そこには
格子点付きの平面が現れる。トーラス上の原始閉曲線は、この平面上では格子点を結ぶ有理傾きの直
線として表される。したがって、分数ラベルは、トーラス上の閉曲線を普遍被覆の平面上で見たもの
と関係が深いことがわかる。この意味で、マルコフ数の理論は、既約分数・格子線分・連分数・2次
形式・行列・双曲曲面という、一見すると別々に見える対象を結びつける理論として理解できる。こ
れらの系譜は、のちに Pennerの飾り付きタイヒミュラー理論 [Pen87]へ、さらに団代数理論による
再解釈へとつながっていく。

1.1.6 団代数理論と一般化マルコフ数
21世紀初頭に Fomin–Zelevinskyの論文 [FZ02, FZ07]と Fock–Goncharovの論文 [FG06, FG09]

によって導入・発展した団代数理論は、マルコフ数の理論にも大きな影響を与えている。団代数は、
団変数と呼ばれる元からなる団と呼ばれる集合と、変異と呼ばれる団変数の入れ替え操作をもとに生
成される代数で、曲面に付随する組合せ論と深く結びついている。曲面に付随する団代数では、弧が
団変数に、三角形分割が団に、フリップ（三角形分割の弧を 1つ入れ替えて別の三角形分割にする操
作）が変異に対応し、飾り付きタイヒミュラー空間における λ長さと呼ばれる計量を通じて団変数は
曲面上の弧に付随する幾何量として実現される。こうして、曲面の三角形分割の組み換えを、代数の
中の変数変換として読むことができるようになる。曲面が 1点穿孔トーラスの場合、この枠組みは古
典的なマルコフ数の理論と直接につながる。この曲面に付随するマルコフ型団代数では、団変数を適
切に特殊化するとマルコフ数が現れ、1つの団に属する 3つの変数はマルコフ方程式の解を与える。
これまでに現れた分数ラベル、格子線分による組合せ論、コーン行列、1点穿孔トーラス上の閉曲線
は団代数という共通の言葉のもとに整理されるのである。
団代数研究の流れは、Chekhov–Shapiroによって [CS14]で導入された一般化団代数によって押し
広げられた。一般化団代数は通常の団代数における変異の際の変換規則を一般化して得られる、団代
数を含むより広いクラスの代数である。そこで自然に生じるのが、古典的なマルコフ型団代数に見ら
れる対称性や良い組合せ論が、この一般化された状況でもどこまで残るのか、という問いである。本
稿の主題の一つである、筆者と松下が [GM23b]で導入した一般化マルコフ数は、まさにこの問題意
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識のもとで現れた。古典的なマルコフ数が、マルコフ型団代数を通して既約分数・格子線分・トーラ
ス上の曲線と結びついていることを踏まえ、筆者らは Chekhov–Shapiro の一般化団代数の中にも、
古典的マルコフ型団代数とよく似た性質を持つ良いクラスが存在するのではないかと考えた。その結
果として現れたのが、古典的マルコフ方程式を拡張する次の方程式である。

x2 + y2 + z2 + k1yz + k2zx+ k3xy = (3 + k1 + k2 + k3)xyz.

ここで k1, k2, k3 は非負整数であり、この方程式の正整数解に現れる整数を (k1, k2, k3)一般化マルコ
フ数と呼ぶ。
重要なのは、この方程式が古典的マルコフ方程式を単に形式的に変形したものではないという点で
ある。一般化団代数の中で、古典理論に似た対称性と変異による生成構造を保とうとすると、この形
が自然に現れる。したがって、一般化マルコフ数の理論は、古典的マルコフ数の類似問題というだけ
でなく、古典理論の背後にあった構造をより広い範囲で捉え直す試みとして理解できる。実際、その
後の研究では、古典理論にあったさまざまな側面が一般化マルコフ数に対しても再構成されている。
筆者と丸山による論文 [GM23a]ではコーン行列が一般化され、さらに筆者・丸山・佐藤による論文
[GMS24]ではフロベニウス型の組合せ論が一般化マルコフ数の理論へ拡張された。古典理論におい
て存在している既約分数・語・連分数・マルコフ数・行列・曲線といった概念の間の関係性が、一般
化マルコフ数に対しても成り立つことが見えてきたのである。さらに筆者の単著 [Gyo25]では、つい
にこの一般化マルコフ数の理論がラグランジュ/マルコフスペクトラムの理論へと再接続された。具
体的には次の定理を証明している。

定理 1.1.22. mを (k1, k2, k3)一般化マルコフ数とし、この数が (k1, k2, k3)一般化マルコフ方程式
の正整数解の第 i成分に現れるとする。このとき、√

((3 + k1 + k2 + k3)m− ki)2 − 4

m
∈ L

である。したがって特に

Mk1,k2,k3
:=


√

((3 + k1 + k2 + k3)m− ki)2 − 4

m

∣∣∣∣∣∣∣
mは (k1, k2, k3)一般化マルコフ
方程式の正整数解の第 i成分に
含まれる (k1, k2, k3)一般化マルコフ数


とするとMk1,k2,k3

⊂ Lが成り立つ。

(k1, k2, k3) = (0, 0, 0) とすることでマルコフの定理の片側が復元されることに注意せよ。この値
をラグランジュ定数（マルコフ定数）として与える無理数（または 2次形式）も、1点穿孔トーラス
の単純閉曲線を用いて具体的に与えられる。この定理の証明手法は古典的なマルコフの定理の安直な
一般化ではなく、マルコフ数の組合せ論を団代数論をもとに再解釈した結果生まれた新しい視点がも
たらしたものであった。これらの事実は、一般化マルコフ数の理論が古典理論の周辺的な変形ではな
く、古典理論がもともと持っていた数論的・幾何学的・組合せ論的な構造を、より広い文脈の中で組
み直す試みであることを示している。一般化マルコフ数は、その意味で古典的マルコフ数の自然な拡
張として位置づけられているのである。
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1.2 本稿の構成
本稿は、第 I 部でラグランジュスペクトラムとマルコフスペクトラムの古典理論を整備し、第 II

部で一般化マルコフ数の理論を導入したうえで、それを用いて一般化離散マルコフスペクトラムを構
成し、最後に古典的なマルコフの定理をその枠組みの中に位置づけ直す、という流れで構成されて
いる。
第 2章では、以後の議論の基礎となる連分数理論をまとめる。ここでは既約分数と有限正則連分数
の基本性質を確認した後、無限正則連分数、近似分数、連分数行列、さらにユニモジュラー群の作用
による無理数の軌道分解を扱う。最後に循環連分数と 2次無理数の対応を述べることで、第 3章と第
4章でラグランジュ定数・マルコフ定数を 2次無理数や 2次形式に結びつける準備を行う。
第 3章ではラグランジュスペクトラムを扱う。まずラグランジュ定数の定義と基本例を述べ、近似
分数列から得られる量の上極限としてラグランジュ定数を捉える。ついで、両側無限列を用いた表示
を導入することで、次の章に出てくるマルコフ定数との比較が可能な形で定式化する。さらに 2次無
理数の場合には、GL(2,Z) 同値によって簡約 2次無理数へ帰着し、周期部分とそれに付随する行列
からラグランジュ定数を具体的に計算できることを示す。これにより、第 5章以降で必要となる周期
列から値を計算する方法が確立される。
第 4章ではマルコフスペクトラムに話題を移す。まず 2変数 2次形式に対するマルコフ定数を定
義し、標準簡約 2次形式とユニモジュラー群軌道を用いてその代表元を整備する。続いて、ラグラン
ジュスペクトラムと平行な形で、マルコフ定数を両側無限列で表す。そのうえで、有理数係数 2次形
式のマルコフ定数が、それと対応する 2次無理数のラグランジュ定数と一致することを示し、2次無
理数・有理数係数 2次形式・循環両側無限列という三つの対象が同じ値を与えることを明確にする。
これは後半で一般化理論をスペクトラムの言葉に接続する際の要石である。
第 5章から第 II部に入り、一般化マルコフ方程式と一般化マルコフ数を導入する。ここではまず

(k1, k2, k3) 一般化マルコフ方程式の定義と基本性質を述べ、古典的なマルコフ木に対応する一般化
マルコフ木を構成する。さらに、ファレイ木との対応を通じて一般化マルコフ数に分数ラベルを与
え、各頂点に現れる数を既約分数で組織的に扱えるようにする。章末では特性数を導入し、後に一般
化コーン行列の成分を記述するための補助量を準備する。すなわちこの章の役割は、古典的な「マル
コフ数と分数ラベル」の図式を一般化された状況へ移植し、以後の計算に必要な情報を整備すること
である。
第 6章では、前章で得た一般化マルコフ数を組合せ論・幾何の言葉で記述するために、フェンス型
順序集合と一般化マルコフ距離を導入する。まず、有限整数列にフェンス型順序集合を対応させ、そ
の順序イデアルの個数が連分数・連分数行列と密接に結びつくことを示す。次に、重複をもつフェン
ス型順序集合の間のスケイン関係式を証明し、積の恒等式として順序イデアルの数を制御する。最後
に、平面上の曲線や一般化弧に一般化マルコフ長を割り当て、その最小化として一般化マルコフ距離
を定義する。これにより、一般化マルコフ数の理論が抽象的な整数列の操作ではなく、曲線の交差と
解消を伴う幾何学的対象として理解できるようになる。
第 7章では一般化コーン行列を導入し、前章までに現れた数や曲線の情報を 2 × 2 行列の言葉へ
移す。まず一般化コーン木を定義し、一般化コーン行列の成分が一般化マルコフ数と特性数を用いて
具体的に記述できることを示す。ついで特性数の関係式を証明し、最後に一般化強許容数列を導入し
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て、一般化コーン行列が基本行列の積として表されることを示す。この章では第 5章の算術的データ
と第 6 章の組合せ・幾何的データが、行列表示を通じて一つに統合される。とりわけ、古典理論で
重要な役割を果たすコーン行列が、一般化された状況でも本質的な役割を担うことがここで明確に
なる。
第 8 章では、以上の準備を受けて一般化離散マルコフスペクトラムを定義し、本稿の主定理を証
明する。まず、一般化マルコフ数から構成される離散的な値の族を定義し、それらが実際に 2 次無
理数のラグランジュ定数や有理数係数 2次形式のマルコフ定数として実現されることを示す。次に、
(k1, k2, k3) = (0, 0, 0) の場合にこの一般理論を古典的マルコフの定理へ特殊化し、古典定理が本稿
の一般化理論の中に自然に埋め込まれていることを示す。その後、有理数傾きで得られる一般化強許
容列の無理数傾き極限を考え、点を通過しない無理数傾きの直線から得られる両側無限列が境界値
3 + k1 + k2 + k3 を与えることを証明する。さらに (0, 0, 0) 型と (2, 2, 2) 型の対応を論じ、最後にフ
ロベニウスの一意性予想の一般化を考察する。

1.3 本稿の目的
ここで、本稿を書くに至った動機と本稿を通して何を読者に伝えたいのかということについて明確
にしておこうと思う。筆者は以下の 2つの目的を持って本稿を執筆している。

(1) ラグランジュ/マルコフスペクトラムに関する新しい方向性の提示
(2) ラグランジュ/マルコフスペクトラムの初学者向けの日本語文献の充実

以下、順に説明していく。
(1)ラグランジュ/マルコフスペクトラムに関する新しい方向性の提示
本稿で扱う筆者の論文 [Gyo25]は、ラグランジュ/マルコフスペクトラムと呼ばれる集合の元の一
部を一般化マルコフ数を用いて与えるという内容の論文である。この論文の重要な点は、内容が既存
の理論の安直な一般化ではないという点である（と個人的に思っている）。一般化される前のマルコ
フ数の理論では、マルコフ数からラグランジュ/マルコフ定数を計算する際にクリストッフェル語の
理論とコーン行列の対応を使う方法が一般的である。ところがこの方法はかなりアドホックであり、
一般化マルコフ数に対しては使えない。そこで筆者は団代数理論を使うことで、従来のマルコフ数の
ケースも包含し、かつ一般化マルコフ数全体も取り扱えるような新しい枠組みを構成した。これはマ
ルコフ数だけを扱うよりも多少手間こそかかるものの、非常に見通しの良い理論であり、こちらの考
え方を標準とした方が様々な研究の発展につながるのではないかと考えている。しかしこの内容の結
果が書かれている筆者の論文は結果がいくつかの論文に散っていて流儀が各論文で微妙に異なってい
たり、引用文献が団代数の知識を前提とした論文だったりして現状アクセスしやすいとは思えない状
態である（これは筆者の力不足の結果であるともいえ、その点に関しては言い訳のしようがない）。
どうすべきかと考えた結果、この新しいスタイルで書かれた入門書があればよいのではないかとの結
論に至り本稿を執筆した。本稿の読者におかれましては、ぜひ本稿の内容が未来に残すほどの有用性
を持つものなのかという視点で読んでいただきたく思う。
(2)ラグランジュ/マルコフスペクトラムの初学者向けの日本語文献の充実
第 2の動機は、この分野の日本語文献の充実に関してである。現在、この分野の金字塔の定理である
マルコフの定理の証明を理解したいと思ったときに読むべき本として [CF89, Bom07, Aig13, Reu19]
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が挙げられるが、これらはいずれも英語文献である。マルコフの定理の証明自体は大学数学の基本的
な考え方が備わる数学科 1年生修了程度の知識があれば理解できるだけに、英語が障壁になるのは非
常にもったいないと感じている。最近は翻訳技術も進み、この辺りの障壁もなくなりつつあるが、そ
れでも母国語で読む快適さと比べるとまだまだという感じであろう。本稿がディオファントス近似理
論を学ぶ日本語ネイティブの学生の学習の一助となればと思い執筆した次第である。

謝辞
本稿を執筆するにあたりご助言いただいた Esther Banaian氏に感謝申し上げます。
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第 2章

連分数

本稿のテーマは無理数の有理数近似である。無理数を扱う上で必要不可欠となるのがその無理数へ
収束する連分数である。この章では 3 章以降で使われる連分数の基本性質について扱う。ただ連分
数の基本性質とはいっても、実はその中のかなりの部分が GL(2,Z)の元の行列積に関する性質であ
る。これは、連分数の計算が GL(2,Z)の元の行列積として解釈できるうえに、行列式が連分数理論
と良い相性を持つためである。
最初に既約分数の基礎事項について触れたのち、有理数の連分数展開、無理数の連分数展開につい
て扱い、最後の節で Lagrangeの結果である循環連分数を用いた 2次無理数の特徴づけまでを取り上
げる。
この章の内容は、構成も含め [木田 22]の 3～6章をおおいに参考にしている。

2.1 既約分数
まずは既約分数の概念を導入する。これは多くの人にとって自明なことかもしれないが、今一度本
稿で取り扱う定義を確認しておこう。

定義 2.1.1. 整数 a, b ∈ Zが (a, b) 6= (0, 0)を満たしているとする。ある k ∈ Zが存在して b = ak

となるとき、aは bの約数であるといい、a | bで表す。

ここでの約数の概念は aや bが 0や負の数でも定義されることに注意せよ。例えば、任意の a 6= 0

に対して a | 0は常に成立するので 0以外の任意の整数は 0の約数であり、逆に任意の b 6= 0に対し
て 0 | bは常に成立しないので 0は任意の整数の約数ではない。なお (0, 0)は上の定義の対象から除
外しているので、0 | 0は考えないこととする。

定義 2.1.2. a1, . . . , an（ただしすべての aiが同時に 0ではないとする）の最大公約数 gcd(a1, . . . , an)

を、2条件

(1) d | ai がすべての i = 1, . . . , n に対して成り立つ
(2) 整数 c が c | ai をすべての i = 1, . . . , n に対して満たすならば、c | d が成り立つ

を満たす正の整数 dとして定義する。

最大公約数は必ず存在することに注意せよ。
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定義 2.1.3. a1, . . . , an が
gcd(a1, a2, . . . , an) = 1

を満たすとき、a1, a2, . . . , an は互いに素であるという。

この定義により、0と 0以外の数のペアや正と負の数のペアに対しても互いに素かどうかを判定で
きるようになる。

例 2.1.4. 定義に沿って、0とそれ以外の 2つの数が互いに素かどうかを判定してみよう。

• 1の約数は ±1である一方、0は 0以外の任意の整数を約数に持つので、0と 1の最大公約数
は 1である。したがって 0と 1は互いに素である。

• 2の約数は ±1,±2であるから、0と 2の最大公約数は 2である。したがって 0と 2は互いに
素ではない。

• 2の約数は ±1,±2であり、−3の約数は ±1,±3なので、2と −3の最大公約数は 1である。
したがって 2と −3は互いに素である。

これを踏まえて、分数とその既約性の定義を行う。

定義 2.1.5. a, b ∈ R に対して、(a, b) 6= (0, 0) とする。このとき、形式的な記号 a
b を分数と呼ぶ。

さらに aと bが整数かつ互いに素であり、かつ b ≥ 0であるとき a
b は既約であるという。

この分数の定義についてはいくつかの注意が必要である。まず、a
b という記号は形式的なものであ

り、有理数そのものではない。b 6= 0のときは a
b に実数 ab−1 を割り当てることで有理数と同一視が

可能だが、たとえば分数としては 1
0 のようなものも考えられ、これに対応する有理数は存在しない

ことに注意する。ただ、b 6= 0であるような分数は同一視を通して a
b 自体を有理数と呼ぶことも許す

ことにし、また逆に有理数を表す記号として分数を用いることも許すことにする。だから、b 6= 0で
あれば有理数と分数の差はさほど気にしなくても良い。また本稿の既約分数の定義では、例えば整数
nに対応する既約分数は n

1 であり、また 1
−2 のような分数は既約ではないことに注意せよ。さらに、

たとえば 2
0 は既約分数ではないが 1

0 や −1
0 は既約分数である。

2.2 有限正則連分数
この節と次の節で、連分数の基本的な性質を解説する。まず本節で有理数に対応する有限正則連分
数を定義して、その性質を見よう。

定義 2.2.1. 実数成分の有限数列 (ai)
n
i=0 = (a0, a1, . . . , an)を考える。この数列に対して、

[a0; a1, a2, . . . , an] := a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

. . . +
1

an−1 +
1

an

とする。この各 ai を部分商とよぶ。a0 ∈ Zかつ任意の 1 ≤ k ≤ nに対して ak ∈ Z≥1 であり、かつ
n 6= 0のとき an 6= 1という条件を考える。この条件を満たす連分数を有限正則連分数という。
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最後の条件を課しているのは、[a0; a1, . . . , an−1, 1] = [a0; a1, . . . , an−1 + 1] という表示の非一意
性を避けるためである。

定義 2.2.2. [a0; a1, a2, . . . , an] と 0 ≤ k ≤ n に対して、[a0; a1, a2, . . . , ak] を k 番目の近似分数と
いう。

近似分数の値に関しては、次の命題が重要である。

命題 2.2.3. 実数の有限列 (a0, a1, . . . , an)に対して、2つの漸化式

p0 = a0 p1 = a0a1 + 1 pk = akpk−1 + pk−2 (2.2.1)

q0 = 1 q1 = a1 qk = akqk−1 + qk−2 (2.2.2)

を考える。このとき、任意の 0 ≤ k ≤ nに対して

[a0; a1, . . . , ak] =
pk
qk

が成立する。さらに、2 ≤ k ≤ nならば右辺は
pk
qk

=
akpk−1 + pk−2

akqk−1 + qk−2

とも書ける。

証明. [a0] =
p0

q0
,[a0; a1] =

p1

q1
,[a0; a1, a2] =

p2

q2
であることは直接計算から明らか。k ≥ 3 として、

k − 1までの命題の成立を仮定する。このとき、

[a0; a1, . . . , ak] = [a0; a1, . . . , ak−1 +
1
ak
] =

(ak−1 +
1
ak
)pk−2 + pk−3

(ak−1 +
1
ak
)qk−2 + qk−3

=
ak(ak−1pk−2 + pk−3) + pk−2

ak(ak−1qk−2 + qk−3) + qk−2
=

akpk−1 + pk−2

akqk−1 + qk−2
=

pk
qk

より k でも成立することが示された。

なおこの命題は [a0; a1, a2, . . . , an] が有限正則連分数であることを仮定していないことに注意せ
よ。ここから補題 2.2.5までは [a0; a1, a2, . . . , an]が有限正則連分数であることを仮定しない。さて、
近似分数の計算は、次の行列を用いた計算が便利である。

定理 2.2.4. 有限数列 (a0, a1, . . . , an) と 0 ≤ k ≤ n に対して p−1 = 1, q−1 = 0 とし、pk, qk を
(2.2.1), (2.2.2)で定める。このとき、[

pk pk−1

qk qk−1

]
=

[
a0 1
1 0

] [
a1 1
1 0

]
· · ·
[
ak 1
1 0

]
(2.2.3)

が成立する。

証明.
[ p0 p−1
q0 q−1

]
=
[
a0 1
1 0

] であることは定義から直ちに従う。k ≥ 1として、k − 1までの定理の成立
を仮定する。このとき[
a0 1
1 0

] [
a1 1
1 0

]
· · ·
[
ak 1
1 0

]
=

[
pk−1 pk−2

qk−1 qk−2

] [
ak 1
1 0

]
=

[
akpk−1 + pk−2 pk−1

akqk−1 + qk−2 qk−1

]
=

[
pk pk−1

qk qk−1

]
となり、k でも成立することが示された。
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これ以降、この [ pk pk−1
qk qk−1

] を連分数 [a0; a1, . . . , an] に付随する連分数行列と呼ぶことにする。こ
の定理から、次の補題が成り立つ。以下、pk, qk を断りなく定理 2.2.4で定められている意味で使用
する。

補題 2.2.5. 有限数列 (a0, a1, . . . , an)と任意の 0 ≤ k ≤ nに対して

pkqk−1 − qkpk−1 = (−1)k+1 (2.2.4)

が成立する。

証明. 等式 (2.2.3)の両辺の行列式を取ることで示される。

この補題から有限正則連分数に関する様々な性質が導かれることをみていこう。

系 2.2.6. [a0; a1, . . . , an]を有限正則連分数とする（ただし an = 1の場合も許容する）。このとき、
任意の 0 ≤ k ≤ nに対して pk

qk
は既約分数である。

証明. n = 0 の時は明らかであるから、n 6= 0 とする。a0 ∈ Z かつ任意の 1 ≤ k ≤ n に対して
ak ∈ Z≥1 であることに注意せよ。漸化式の定義から明らかに qk > 0である。pk と qk の最大公約数
を dk として、pk = dkp

′
k, qk = dkq

′
k とする。

pkqk−1 − qkpk−1 = dk(p
′
kqk−1 − q′kpk−1) = (−1)k+1

が成立する。このとき、dk ∈ Z≥1, p
′
kqk−1 − q′kpk−1 ∈ Zであることから dk = 1となる。したがっ

て示された。

系 2.2.7. [a0; a1, . . . , an]を有限正則連分数とする（ただし an = 1も許容するものとする）。このと
き、数列 (q1, . . . , qn)は単調増加かつ任意の 1 ≤ k ≤ nに対して qk ≥ k である。

証明. 各 qk について帰納法で qk ≥ k を証明する。k = 1のときは定義から明らかである。k ≥ 2と
して k − 1での成立、すなわち qk−1 ≥ k − 1を仮定する。このとき、

qk = akqk−1 + qk−2 ≥ qk−1 + 1 ≥ k − 1 + 1 = k

となり証明される。単調増加性も上の不等式から直ちに証明される。

上記の系から補題 2.2.5は次の形に変形できる。

系 2.2.8. [a0; a1, . . . , an]を有限正則連分数とする（ただし an = 1も許容するものとする）。このと
き、任意の 1 ≤ k ≤ nに対して

pk
qk

− pk−1

qk−1
=

(−1)k+1

qkqk−1
(2.2.5)

が成り立つ。

証明. (2.2.4)を両辺 qkqk−1 で割ることで得る。

系 2.2.9. [a0; a1, . . . , an]を有限正則連分数とする（ただし an = 1も許容するものとする）。このと
き、1 ≤ 2k + 2ℓ+ 1 ≤ nを満たす任意の k ∈ Z≥0, ℓ ∈ Z≥1 に対して、

p2k
q2k

<
p2k+2ℓ

q2k+2ℓ
<

p2k+2ℓ+1

q2k+2ℓ+1
<

p2k+1

q2k+1
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が成立する。

証明. まず p2k

q2k
< p2k+2ℓ

q2k+2ℓ
と p2k+2ℓ+1

q2k+2ℓ+1
< p2k+1

q2k+1
を示す。2 ≤ m ≤ nを満たすmについて、

pm
qm

− pm−2

qm−2
=

pmqm−2 − pm−2qm
qmqm−2

=
(ampm−1 + pm−2)qm−2 − pm−2(amqm−1 + qm−2)

qmqm−2

=
am(pm−1qm−2 − qm−1pm−2)

qmqm−2
=

(−1)mam
qmqm−2

となる。最後の等式は (2.2.4)から従う。am > 0であるから、m = 2k+2とすることで p2k

q2k
< p2k+2

q2k+2

が、m = 2k + 3とすることで p2k+3

q2k+3
< p2k+1

q2k+1
が従う。これは求めたい不等式の ℓ = 1の場合である。

一般の ℓについての不等式 p2k

q2k
< p2k+2ℓ

q2k+2ℓ
と p2k+2ℓ+1

q2k+2ℓ+1
< p2k+1

q2k+1
は上記の不等式を繰り返し適用するこ

とで不等号の推移性から成り立つことがわかる。
次に、p2k+2ℓ

q2k+2ℓ
< p2k+2ℓ+1

q2k+2ℓ+1
を示す。(2.2.5)の k を 2k + 2ℓ+ 1に置き換えることで

p2k+2ℓ+1

q2k+2ℓ+1
− p2k+2ℓ

q2k+2ℓ
=

(−1)2k+2ℓ+2

q2k+2ℓ+1q2k+2ℓ
> 0

となり、示された。

系 2.2.9は添え字がごちゃごちゃしていて一見するとどういう主張なのか掴みづらいかもしれない
が、これをすべての k に適用することで

p0
q0

<
p2
q2

<
p4
q4

< · · · < p5
q5

<
p3
q3

<
p1
q1

が成り立つことになる。こっちの方がわかりやすいかもしれない。
この節の最後に、有理数と有限正則連分数の間の全単射対応を証明する。まず有限正則連分数を与
える有限数列の集合を定義しよう。そのまま安直に有限数列として集めてくると数列の長さがバラバ
ラなので、元自体は無限数列としておいて、あるところから先の成分をすべて 0とすることで有限数
列を表すこととする。まず、集合 Z を次で定義する。

Z := {(ak)∞k=0 | a0 ∈ Z, i ∈ Z≥1 に対して ai = 0}.

ここで、z : Z → Zを z((ak)
∞
k=0) = a0 で定めるとこれは明らかに全単射である。これは、整数とそ

れに対応する有限連分数展開の間の全単射写像を与える。続いて、整数以外の有理数について考えよ
う。集合Q を次で定義する。

Q := {(ak)∞k=0 | a0 ∈ Z, ∃n ∈ Z≥1 s.t. a1, . . . , an−1 ∈ Z≥1, an ∈ Z≥2, i ∈ Z≥n+1 に対して ai = 0}.

そして、f : Q → Q \ Z を f((ak)
∞
k=0) = [a0; a1, . . . , an]（ただし n は an ∈ Z≥2 かつ任意の

i ∈ Z≥n+1 に対して ai = 0となる整数とする）で定める。この写像が全単射であることは非自明な
ので、以下で逆の対応を構成する。まず、次の補題を証明する。

補題 2.2.10. α ∈ Q \ Zに対して、

α0 = α, ak = bαkc, αk+1 =
1

αk − ak
(2.2.6)

のルールを適用して αk と ak を帰納的に構成すると、an = αn を満たす n ∈ Z>0 が常に存在する
（したがって、この操作はこれ以上続けることができなくなる）。
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証明. まず、α = α0 = r0
s0
とする。ただし、 r0

s0
は既約分数であるとする。ここで α ∈ Q \ Zなので

s0 ≥ 2である。さて αk は（ak−1 = αk−1 とならない限り）有理数であるから、これを αk = rk
sk
（既

約分数）と定める。このとき、sk = 1ならば αk ∈ Zなので ak = αk である。したがって n = k と
すれば条件を満たす。sk ≥ 2であるとする。このとき

αk − ak =
rk
sk

− ak =
rk − aksk

sk

となる。αk − ak 6= 0より 0 < αk − ak < 1なのでこれを変形して 0 < rk − aksk < sk を得る。定
義より αk+1 = sk

rk−aksk
で、これが rk+1

sk+1
に一致する。すると rk+1

sk+1
の既約性から、sk+1 は rk − aksk

の約数である。したがって sk+1 ≤ rk − aksk < sk となる。以上の議論から、sk ≥ 2である限り常
に sk+1 < sk が成り立っている。すなわち si は単調減少する。既約性の仮定から sk ≥ 1なので、必
ず sn = 1となるような nが存在することがわかる。このとき αn ∈ Zなので an = αn である。以
上から示された。

注 2.2.11. 補題 2.2.10で与えられている操作はユークリッドの互除法に他ならない。あとの節で全
く同じことを無限連分数で行う。

定理 2.2.12. α ∈ Q \ Zに対して、(2.2.6)によって an = αn を満たす最小の nをとり、n番目ま
での有限数列 (ak)

n
k=0 を考える。このとき、n+ 1番目以降を 0にして延長した無限数列 (ak)

∞
k=0 は

Q に属する。

証明. 任意の k ∈ Z≥0 に対して、ak = bαkcなので ak ∈ Zであることはよい。また α /∈ Zなので
n 6= 0 である。したがって定理を証明するためには、a1, . . . , an−1 ≥ 1 かつ an ≥ 2 を示せば十分
である。任意の 0 ≤ k ≤ n − 1に対して αk − ak 6= 0なので 0 < αk − ak < 1が成り立っている。
したがってこの逆数である αk+1 は αk+1 > 1 を満たすため、ak+1 ≥ 1 がいえる。以上からまず、
a1, . . . , an ≥ 1がいえた。最後に an ≥ 2を示す。an = 1と仮定すると、an = αn より αn = 1であ
る。すると (2.2.6)から αn−1 = an−1 +

1
αn

= an−1 + 1なので、αn−1 ∈ Zとなる。したがってこの
とき αn−1 = an−1 となり、aj = αj を満たす添字が nより前に存在することになる。これは nの最
小性に反する。以上から示された。

定理 2.2.12は、対応 g : Q \ Z → Q を g(α) = (ak)
∞
k=0 で定めるとこれが写像として well-defined

であることを意味している。ここまでで定義した写像 f, g を使って次の定理を示す。

定理 2.2.13. 写像 f と g は互いに逆写像である。したがって特に、f は全単射写像である。

この定理を証明する前に、次の補題を導入する：

補題 2.2.14. 有限正則連分数 [a0; a1, . . . , an]について、a0 = b[a0; a1, . . . , an]cが成立する。

証明. n = 0 のとき α = a0 であるから明らか。以下では n ≥ 1 とする。a0 ≤ [a0; a1, . . . , an] <

a0 + 1を示せばよい。そのためには、0 < [0; a1, . . . , an] < 1を示せばよい。n = 1の場合は、有限
正則連分数の約束から末項 a1 は 2以上であるため、

[0; a1] =
1

a1
< 1
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である。n ≥ 2の場合は、

[0; a1, . . . , an] =
1

a1 +
1

[a2;...,an]

<
1

a1
≤ 1

であり、正であることも明らかなので主張が従う。

定理 2.2.13の証明. まず f ◦ g = idQ\Z を示す。そのためには次を示せば良い：α ∈ Q \ Z に対し
て、(2.2.6)を使って (αk)

n
k=0 と (ak)

n
k=0 を構成すると、任意の 0 ≤ k ≤ n− 1に対して

α = [a0; a1, . . . , ak, αk+1] = [a0; a1, . . . , an]

が成立する。まず最初の等式を示す。k = 0 のときは直接計算により明らかである。k ≥ 1 として
α = [a0; a1, . . . , ak−1, αk]であると仮定する。このとき、

[a0; a1, . . . , ak−1, ak, αk+1] = [a0; a1, . . . , ak−1, ak + αk − ak] = [a0; a1, . . . , ak−1, αk] = α

が成り立つので欲しい等式を得る。2 番目の等式は k = n − 1 の場合を考えると an = αn である
からそこから従う。以上から f ◦ g = idQ\Z が示された。次に、g ◦ f = idQ を示す。(bk)

∞
k=0 ∈ Q

をとる。示すべきは、f((bk)
∞
k=0) = [b0; b1, . . . , bn]としたときに (2.2.6)を用いて構成した (ak)

∞
k=0

（ただし、定義されていない項は 0として補完されている）が (bk)
∞
k=0 に一致することである。補題

2.2.14から、a0 = b0 であることがまずわかる。したがって、

α1 =
1

[b0; b1, . . . , bn]− b0
=

1

[0; b1, . . . , bn]
= [b1; b2, . . . , bn]

である。したがって再び補題 2.2.14から a1 = b1 であることが示される。この手順を繰り返すこと
で、(ak)

n
k=0 = (bk)

n
k=0 であることが示される。さらに、αn = [bn] = bn = an なのでこの操作はこ

こで止まることになり、i ≥ n+ 1に対して ai = 0である。したがって (ak)
∞
k=0 = (bk)

∞
k=0 となり、

示された。

ここで、Z ∪ Q に含まれる数列は有限正則連分数を与える数列に対応しており、また z : Z → Z
と f : Q → Q \ Zが全単射であることから、特に次のことがわかる：

定理 2.2.15. 任意の有理数 αに対して値が αとなるような有限正則連分数が一意的に存在し、その
連分数を構成する数列は (2.2.6)で与えられる。

補題 2.2.10は整数でない有理数に対する主張だが、整数の場合の手順も (2.2.6)の特別な場合とし
て包含されていることに注意せよ。

定義 2.2.16. 値が有理数 αとなるような有限正則連分数を、αの有限（正則）連分数展開とよぶ。

2.3 無理数の無限連分数展開
前節で有限正則連分数と有理数が全単射で対応することを見たが、有限正則連分数を与える整数列
を無限に 0が現れないような無限列に拡張し、またその連分数の極限を考えることで連分数が表現す
る領域を無理数にまで拡張できることが知られている。この節ではその現象を正当化しよう。方針は
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前節の最後の部分とほぼ同じだが、極限を扱っているため有理数の場合と比較するとやや繊細な議論
が必要となる部分がある。まず、次の集合を考える：

S := {(ak)∞k=0 | a0 ∈ Z, ak ∈ Z≥1 (k ≥ 1)}.

これを用いて、有限正則連分数の無限版を次で定義する。

定義 2.3.1. (ak)
∞
k=0 ∈ S に対して、

lim
n→∞

[a0; a1, a2, . . . , an]

を考える。これを無限正則連分数という。

数列 (ak)
∞
k=0 が具体的にどういう形になっているのかを見せるために、無限正則連分数を

[a0; a1, a2, . . . ], a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

. . .

のように表すこともある。
無限正則連分数は定義に極限が入っているので、そもそも実数の値として与えられるかどうかすら
非自明である。しかし、次の定理によってこの値が無理数であることが保証される。

定理 2.3.2. (ak)
∞
k=0 ∈ S に対して limn→∞[a0; a1, a2, . . . , an]は収束し、さらに無理数である。

証明. bk := [a0; a1, . . . , ak]とすると、これは前節における pk

qk
である。系 2.2.9の結果を無限数列に

拡張することで、数列 {b2k+1}∞k=0 は単調減少かつ有界、{b2k}∞k=0 は単調増加かつ有界であることが
わかる。したがって、limk→∞ b2k+1 と limk→∞ b2k は実数として存在する。それぞれの値を α1, α2

として、α1 = α2 を証明する。系 2.2.8と系 2.2.7から k ≥ 1に対して

0 < b2k+1 − b2k =
(−1)2k+2

q2k+1q2k
≤ 1

2k(2k + 1)

となるので、辺々 k → ∞とすることで limk→∞(b2k+1 − b2k) = 0となる。以上から

α1 − α2 = lim
k→∞

b2k+1 − lim
k→∞

b2k = lim
k→∞

(b2k+1 − b2k) = 0

を得る。したがって α1 = α2 が示された。次に α := α1 = α2 として αが無理数であることを示す。
いま任意の k ∈ Z≥0 に対して b2k < α < b2k+1 であることから、

0 < α− b2k < b2k+1 − b2k <
1

q2kq2k+1
.

b2k = p2k

q2k
を代入して辺々 q2k 倍することで

0 < αq2k − p2k <
1

q2k+1

となる。ここで、αが有理数であると仮定して α = a
b（ただし a

b は既約分数）とすると、

0 < aq2k − bp2k <
b

q2k+1
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が成り立つ（b > 0であることに注意せよ）。ここで、aq2k − bp2k は任意の k ∈ Z≥0 で整数である一
方で b

q2k+1
は系 2.2.7 より十分大きい k で 1より小さくなるので矛盾する。よって α は無理数とな

り、示された。

上記の定理から、対応 F : S → R \ Qを F ((ak)
∞
k=0) = limn→∞[a0; a1, . . . , an]で定めると、こ

の対応は写像として well-defined であることがわかる。次にこの写像の逆写像を構成する。そのた
めに、まず以下の定理を示す。

定理 2.3.3. α ∈ R \Qに対して、

α0 = α, ak = bαkc, αk+1 =
1

αk − ak
(2.3.1)

のルールによって (αk)
∞
k=0 と (ak)

∞
k=0 を構成する。このとき (ak)

∞
k=0 ∈ S が成立する。

証明. 任意の k ∈ Z≥0 に対して、ak = bαkc なので ak ∈ Z であることはよい。さらに、任意
の k ∈ Z≥0 に対して αk は無理数である。実際、もしある k で αk が有理数であったとすると
αk−1 = ak−1 +

1
αk
なので αk−1 も有理数、これを繰り返すことで α0 が有理数になってしまうので

矛盾する。 ここから任意の k ∈ Z≥1 で 0 < αk−1 − ak−1 < 1がわかるので、αk > 1が成り立つ。
したがって ak の定義から、任意の k ∈ Z≥1 で ak ≥ 1となる。以上から (ak)

∞
k=0 ∈ S であること

が示された。

この定理における対応を G : R \Q → S とする。すなわち、G(α) = (an)
∞
n=0（ただし (an)

∞
n=0 は

(2.3.1)によって構成される数列）である。このとき、Gが写像として well-definedであることが定
理 2.3.3からわかる。さて、この節の主定理は以下の定理である。

定理 2.3.4. 写像 F と Gは互いに逆写像である。したがって特に、F は全単射写像である。

この定理を証明する前に、次の補題を導入する：

補題 2.3.5. 無限正則連分数 limn→∞[a0; a1, . . . , an] について、a0 = blimn→∞[a0; a1, . . . , an]c が
成立する。

証明. a0 < limn→∞[a0; a1, . . . , an] < a0+1を示す。そのためには、0 < limn→∞[0; a1, . . . , an] < 1

を示せば良い。nを十分大きく取って [0; a1, . . . , an]の k 番目の近似分数の値を pk

qk
と表すとき、定

理 2.3.2の証明において
p0
q0

< lim
n→∞

[0; a1, . . . , an] <
p1
q1

であることがわかっている。いま p0

q0
= 0 であり、p1

q1
= 1

a1
である。a1 ≥ 1 であるから、0 <

limn→∞[0; a1, . . . , an] < 1であることが示された。

定理 2.3.4の証明. まず F ◦ G = idR\Q を示す。そのためには次を示せば良い：α ∈ R \ Q に対し
て、(2.3.1)を使って (αk)

∞
k=0 と (ak)

∞
k=0 を構成する。このとき任意の k ∈ Z≥0 に対して

α = [a0; a1, . . . , ak, αk+1] = lim
n→∞

[a0; a1, . . . , an]

が成立する。以下、まずは最初の等式を示す。k = 0のときは直接計算により明らかである。k ≥ 1

として α = [a0; a1, . . . , ak−1, αk]であると仮定する。このとき、
[a0; a1, . . . , ak−1, ak, αk+1] = [a0; a1, . . . , ak−1, ak + αk − ak] = [a0; a1, . . . , ak−1, αk] = α
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が成り立つので欲しい等式を得る。次に α = limn→∞[a0; a1, . . . , an] を示す。直前に示した等式と
命題 2.2.3から、任意の n ≥ 1で

α = [a0; a1, . . . , an, αn+1] =
αn+1pn + pn−1

αn+1qn + qn−1

を得る。ここで、

α− pn
qn

=
αn+1pn + pn−1

αn+1qn + qn−1
− pn

qn
= − pnqn−1 − qnpn−1

(αn+1qn + qn−1)qn
= − (−1)n+1

(αn+1qn + qn−1)qn
(2.3.2)

が成り立つ。ただし最後の等式は (2.2.4)から従う。ここで αn+1 > an+1 であるから
αn+1qn + qn−1 > an+1qn + qn−1 = qn+1 > n+ 1

となる（最後の不等式は系 2.2.7から従う）ので、∣∣∣∣α− pn
qn

∣∣∣∣ = 1

(αn+1qn + qn−1)qn
<

1

qn+1qn
<

1

n(n+ 1)
(2.3.3)

が成立する。両辺 limn→∞ をとることで、limn→∞

∣∣∣α− pn

qn

∣∣∣ = 0を得る。したがって、∣∣∣∣α− lim
n→∞

pn
qn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣α− pn
qn

∣∣∣∣ = 0

となり、α = limn→∞[a0; a1, . . . , an]を得る。以上からF◦G = idR\Qが示された。次に、G◦F = idS

を示す。(bn)
∞
n=0 ∈ S をとる。示すべきは、α = limn→∞[b0; b1, . . . , bn]としたときに (2.3.1)を用

いて構成した (an)
∞
n=0 が (bn)

∞
n=0 に一致することである。補題 2.3.5から、a0 = b0 であることがま

ずわかる。したがって、

α1 =
1

limn→∞[b0; b1, . . . , bn]− b0
= lim

n→∞

1

[b0; b1, . . . , bn]− b0

= lim
n→∞

1

[0; b1, . . . , bn]
= lim

n→∞
[b1; b2, . . . , bn]

である。したがって再び補題 2.3.5 から a1 = b1 であることが示される。この手順を繰り返すこと
で、(an)

∞
n=0 = (bn)

∞
n=0 であることが示される。

この全単射によって、特に次のことがわかる：

定理 2.3.6. 任意の無理数 αに対して極限が αとなるような無限正則連分数が一意的に存在し、そ
の連分数を構成する数列は (2.3.1)で与えられる。

定義 2.3.7. 極限が無理数 αとなるような無限正則連分数を、αの無限（正則）連分数展開とよぶ。

無理数 αの無限連分数展開を途中で打ち切った有限連分数が αの「良い」近似であることは想像
に難くないと思うが、実は逆に「良い」近似はすべて無限連分数展開を途中で打ち切った有限連分数
になることも知られている。これを見ていこう。まずはこれまでの議論からしたがう不等式を導入
する。

命題 2.3.8. αを無理数とする。その n番目の近似分数を pn

qn
とすると、

1

qnqn+2
<

∣∣∣∣α− pn
qn

∣∣∣∣ < 1

qnqn+1

が成り立つ。
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証明. 後ろの不等式は (2.3.3)からしたがう。前の不等式は (2.3.2)の右辺の分母について

(αn+1qn + qn−1)qn < ((an+1 + 1)qn + qn−1)qn = (qn+1 + qn)qn ≤ (an+2qn+1 + qn)qn = qn+2qn

が成り立つことからしたがう。

次の命題は無限連分数を途中で打ち切った有限連分数が「良い」近似であることを意味する。

命題 2.3.9. αを無理数とし、n ≥ 1とする。その n番目の近似分数 pn

qn
に対して、

pn
qn

6= p

q
, 0 < q ≤ qn

を満たす有理数 p
q に対して

|qα− p| ≥ |qn−1α− pn−1| > |qnα− pn|

が成立する。とくに ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ > ∣∣∣∣α− pn
qn

∣∣∣∣
が成り立つ。

証明. p
q が既約分数でない場合、これを約分しても命題の仮定を満たす。したがって、最初から p

q は
既約分数としても良い。命題 2.3.8の前半の不等式から 1

qn+1
< |qn−1α− pn−1|が成り立ち、後半の

不等式から |qnα− pn| < 1
qn+1

が成り立つ。ここから

|qnα− pn| <
1

qn+1
< |qn−1α− pn−1| (2.3.4)

が得られて最初の主張の後半の不等式がしたがう。前半の不等式を証明する。連立方程式[
pn pn−1

qn qn−1

] [
c
d

]
=

[
p
q

]
を考える。[ pn pn−1

qn qn−1

]
∈ GL(2,Z)なのでこの連立方程式は解をもつ。これを解いて

c = (−1)n+1(pqn−1 − pn−1q), d = (−1)n+1(pnq − qnp)

を得る。ここで c, d ∈ Zであることに注意する。また仮定から d 6= 0である。c = 0の場合、連立方
程式は dpn−1 = p, dqn−1 = q となるので、

|qα− p| = |d||qn−1α− pn−1| ≥ |qn−1α− pn−1|

であるから目的の不等式を得る。次に c 6= 0の場合を示す。仮定より q ≤ qn である。もし c, dが同
符号であれば、q = cqn + dqn−1 より q ≥ qn であり、等号が成り立つのは c = 1, d = 0の場合に限
られる。この場合は p = pn, q = qn となり、仮定 p

q 6= pn

qn
に反する。したがって c, dは異符号であ

る。一方、定理 2.3.2の証明中の議論から
pn−1

qn−1
< α <

pn
qn
または pn

qn
< α <

pn−1

qn−1

が成立しているので、qn−1α − pn−1 と qnα − pn は異符号である。したがって、c(qnα − pn) と
d(qn−1α− pn−1)は同符号である。以上から、

|qα− p| = |(cqn + dqn−1)α− (cpn + dpn−1)| = |c(qnα− pn) + d(qn−1α− pn−1)|
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= |c(qnα− pn)|+ |d(qn−1α− pn−1)| ≥ |d(qn−1α− pn−1)| ≥ |qn−1α− pn−1|

が成立する。よって c 6= 0の場合でも目的の不等式を得る。
後半の不等式は前半の結果から∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ = 1

q
|qα− p| > 1

q
|qnα− pn| ≥

1

qn
|qnα− pn| =

∣∣∣∣α− pn
qn

∣∣∣∣
が得られることにより示される。

これを用いて、「良い」近似はすべて無限連分数由来の連分数であることを示す。

定理 2.3.10. 無理数 αに対して ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

2q2

を満たす既約分数 p
q は、αの連分数展開を途中で打ち切った形の有限正則連分数から得られる。

証明. αの任意の近似分数 pk

qk
に対して p

q 6= pk

qk
であると仮定する。αが無理数であれば、系 2.2.7よ

りある N が存在して q < qN となる。そこで、qn > q を満たす nの中で最小のものを取ってくる。
このとき、qn−1 ≤ q < qn である。ここで命題 2.3.9と仮定から

|qn−1α− pn−1| ≤ |qα− p| < 1

2q

を得る。これを用いることで
1

qqn−1
≤ |qpn−1 − pqn−1|

qqn−1
=

∣∣∣∣pn−1

qn−1
− p

q

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣pn−1

qn−1
− α

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

2qqn−1
+

1

2q2

を得るが、ここから q < qn−1 となるので矛盾する。したがってある k が存在して p
q = pk

qk
がしたが

う。

注 2.3.11. 命題 2.3.8、2.3.9、定理 2.3.10は αが有理数でも nを有限正則連分数展開の長さ（連分
数の項の数）N + 1に対して 0 ≤ n ≤ N − 1に制限することで同じ議論が可能である。 ただし、定
理 2.3.10の q < qN なる N を取る部分は、α = pN

qN
に対して

1

qN
≤ |qpN − pqN |

qN
= |qα− p| < 1

2q

の不等式から q < qN を得るという議論に置き換えよ。

2.4 無理数のユニモジュラー群軌道
この節では行列がなす群を使って無理数を軌道分解することを考える。詳細は次の章で述べること
になるが、この分解において同じ軌道に含まれる無理数はそのラグランジュ定数がすべて等しくな
る。したがって、ラグランジュ定数としてとりうる値を考えるときにこの軌道分解が余計な手間を省
いてくれる。まずは無理数を軌道分解するための群であるユニモジュラー群を導入する。

定義 2.4.1. 集合
GL(2,Z) :=

{[
a b
c d

] ∣∣∣∣ a, b, c, d ∈ Z, |ad− bc| = 1

}
を考えると、これは行列積について群となる。これをユニモジュラー群と呼ぶ。
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次に A =
[
a b
c d

]
∈ GL(2,Z)と α ∈ R \Qに対して Aαを αの Aを用いた 1次分数変換で与える。

すなわち、
Aα :=

aα+ b

cα+ d

とする。このとき次が成り立つ。

命題 2.4.2. A ∈ GL(2,Z)と α ∈ R \Qに対して Aα ∈ R \Qである。さらに、GL(2,Z)の R \Q
への 1次分数変換は左作用 GL(2,Z) ↷ R \Qを与える。

証明. A =
[
a b
c d

]
, α ∈ R \Qとして Aα ∈ R \Qを示す。Aαが有理数であると仮定する。このとき、

α = A−1(Aα) =
d(Aα)− b

−c(Aα) + a

が有理数であることになるが、これは矛盾。したがって、Aαは無理数である。また、E2 := [ 1 0
0 1 ]に

対して E2α = α
1 = αである。さらに、B =

[
e f
g h

]
とすると、

A(Bα) = A
eα+ f

gα+ h
=

a eα+f
gα+h + b

c eα+f
gα+h + d

=
(ae+ bg)α+ (af + bh)

(ce+ dg)α+ (cf + dh)

であり、一方で [
a b
c d

] [
e f
g h

]
=

[
ae+ bg af + bh
ce+ dg cf + dh

]
であるから

(AB)α =

[
ae+ bg af + bh
ce+ dg cf + dh

]
α =

(ae+ bg)α+ (af + bh)

(ce+ dg)α+ (cf + dh)

が成り立ち、以上から A(Bα) = (AB)αとなる。よって示された。

注 2.4.3. 作用の定義から Aα = (−A)αであることに注意せよ。

これを用いて、無理数のユニモジュラー同値を導入する。

定義 2.4.4. 無理数 α, β に対して、ある A ∈ GL(2,Z)が存在して β = Aαとなるとき、αと β はユ
ニモジュラー同値（以下、単に同値）といい、α ∼ β で表す。また、この同値関係による同値類

Oα = {β | β ∼ α}

を αのユニモジュラー軌道（以下、単に軌道）という。

無理数へのユニモジュラー群の作用と連分数の関係は、次の命題のように連分数行列を用いる形で
端的に表される。

命題 2.4.5. a0, a1, . . . , ak, α ∈ Rに対して、両辺が定義される限り

[a0; a1, . . . , ak, α] =

[
a0 1
1 0

] [
a1 1
1 0

]
· · ·
[
ak 1
1 0

]
α

が成り立つ。
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証明. 命題 2.2.3、定理 2.2.4から

[a0; a1, . . . , ak, α] =
αpk + pk−1

αqk + qk−1
=

[
pk pk−1

qk qk−1

]
α =

[
a0 1
1 0

] [
a1 1
1 0

]
· · ·
[
ak 1
1 0

]
α

となり示された。

次の定理は、2つの無理数が同値であることの無限連分数展開を使った特徴づけを与える。

定理 2.4.6 (セレの定理). 無理数 α = [a0; a1, . . . ]と β = [b0; b1, . . . ]に対して、α ∼ β であること
と、ある n,m ∈ Z≥0 が存在して

[an; an+1, . . . ] = [bm; bm+1, . . . ]

が成立することは同値である。とくに、正則連分数展開の一意性から任意の h ∈ Z≥0 に対して
an+h = bm+h である。

この定理を証明するために次の補題を示す。

補題 2.4.7. A =
[
a b
c d

]
∈ GL(2,Z) に対して、c > d > 0 を仮定する。このとき、ℓ ∈ Z≥0 と

c0 ∈ Z, c1, . . . , cℓ ∈ Z≥1 が存在して

A =

[
c0 1
1 0

] [
c1 1
1 0

]
· · ·
[
cℓ 1
1 0

]
を満たす。

証明. 有理数 a
c に対して、値が a

c である有限連分数展開 [a0; a1, . . . , ak]をとる。[a0; a1, . . . , ak]の
i番目の近似分数を pi

qi
とすると、[

pk pk−1

qk qk−1

]
=

[
a0 1
1 0

] [
a1 1
1 0

]
· · ·
[
ak 1
1 0

]
となる。一方で、必要ならば最後の部分商を調整して ak ≥ 2 となる表示を選んでおく。このとき、
[a0; a1, . . . , ak]を [a0; a1, . . . , ak − 1, 1]だと考えてこの連分数に関する i番目の近似分数を p′

i

q′i
だと

すると [
p′k+1 p′k
q′k+1 q′k

]
=

[
a0 1
1 0

] [
a1 1
1 0

]
· · ·
[
ak − 1 1

1 0

] [
1 1
1 0

]
である（有限正則連分数の定義から ak − 1 ≥ 1 であることに注意せよ）。A ∈ GL(2,Z) であり、
det
[ pk pk−1
qk qk−1

]
= (−1)k+1,det

[
p′
k+1 p′

k

q′k+1 q′k

]
= (−1)k+2 となるので

detA = det

[
pk pk−1

qk qk−1

]
または detA = det

[
p′k+1 p′k
q′k+1 q′k

]
のどちらかが必ず成り立ち、そのときもう片方は成り立たない。前者の等式が成り立つときは
A =

[ pk pk−1
qk qk−1

]、後者の等式が成り立つ場合は A =
[
p′
k+1 p′

k

q′k+1 q′k

]
であることを示す。まず前者を仮定

する。A ∈ GL(2,Z) なので a と c は互いに素であり、さらに c > 0 の仮定から a
c は既約分数であ

る。一方 pi

qi
も系 2.2.6から既約分数となるので a = pk かつ c = qk であることがわかる。このとき、[ pk pk−1

qk qk−1

]の成分を書き下すと
pkd− bqk = pkqk−1 − qkpk−1
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これを整理することで
pk(d− qk−1) = qk(b− pk−1)

となる。ここで pk と qk は互いに素なので qk | d− qk−1 となる。このとき d− qk−1 ≥ 0であれば、
d < cの仮定より

d− qk−1 < c− qk−1 = qk − qk−1 < qk

である（系 2.2.7より qk−1 > 0であることに注意せよ）。d− qk−1 < 0であれば、

qk−1 − d < qk−1 < qk

なので、いずれにせよ |d− qk−1| < qk である。すなわち |d− qk−1|は qk より小さく、かつ qk を約
数にもつから |d − qk−1| = 0となる。したがって qk−1 = dである。pk−1 = bは他の 3つの成分と
行列式の一致から直ちに従う。したがって、

A =

[
pk pk−1

qk qk−1

]
=

[
a0 1
1 0

] [
a1 1
1 0

]
· · ·
[
ak 1
1 0

]
であることがしたがう。detA = det

[
p′
k+1 p′

k

q′k+1 q′k

]
の場合も全く同様の議論から

A =

[
p′k+1 p′k
q′k+1 q′k

]
=

[
a0 1
1 0

] [
a1 1
1 0

]
· · ·
[
ak − 1 1

1 0

] [
1 1
1 0

]
がしたがう。以上から補題が示された。

定理 2.4.6の証明. 無理数 α = [a0; a1, . . . ]と β = [b0; b1, . . . ]に対してあるm,n ∈ Z≥0 が存在して

[an; an+1, . . . ] = [bm; bm+1, . . . ]

が成立することを仮定する。このとき α ∼ β となることを示す。まず αn := [an; an+1, . . . ], βm :=

[bm; bm+1, . . . ]とする。すると

α = [a0; a1, . . . , an−1, αn], β = [b0; b1, . . . , bm−1, βm]

であるから（ただし n = 0の場合は α = α0 と読む）、命題 2.4.5から

α =

[
a0 1
1 0

] [
a1 1
1 0

]
· · ·
[
an−1 1
1 0

]
αn, β =

[
b0 1
1 0

] [
b1 1
1 0

]
· · ·
[
bm−1 1
1 0

]
βm

となる。仮定から αn = βm が成り立つので、後者の式の βm に前者の式を変形して代入することで

β =

[
b0 1
1 0

] [
b1 1
1 0

]
· · ·
[
bm−1 1
1 0

] [
an−1 1
1 0

]−1

· · ·
[
a1 1
1 0

]−1 [
a0 1
1 0

]−1

α.

ここで各 [ ai 1
1 0

]
,
[
bj 1
1 0

]は GL(2,Z)の元だから、[
b0 1
1 0

] [
b1 1
1 0

]
· · ·
[
bm−1 1
1 0

] [
an−1 1
1 0

]−1

· · ·
[
a1 1
1 0

]−1 [
a0 1
1 0

]−1

∈ GL(2,Z).

したがって、αと β は同値である。
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次に逆を示す。α ∼ β を仮定する。このとき、ある A =
[
a b
c d

]
∈ GL(2,Z)が存在して β = Aαで

ある。ここで、作用の定義から β = Aαならば β = (−A)αでもあるので、必要ならば Aを −Aに
取り替えることで cα+ d > 0を仮定してよい。このとき、任意の n ≥ 1に対して

β = Aα =

[
a b
c d

] [
pn−1 pn−2

qn−1 qn−2

]
αn

が成立する。ただし [
pn−1 pn−2

qn−1 qn−2

]
:=

[
a0 1
1 0

] [
a1 1
1 0

]
· · ·
[
an−1 1
1 0

]
とした。ここで、 [

a′ b′

c′ d′

]
:=

[
a b
c d

] [
pn−1 pn−2

qn−1 qn−2

]
が適切な nをとることで c′ > d′ > 0を満たすことができることを示す。成分計算から

c′ = cpn−1 + dqn−1 = qn−1

(
cpn−1

qn−1
+ d

)
(2.4.1)

d′ = cpn−2 + dqn−2 = qn−2

(
cpn−2

qn−2
+ d

)
(2.4.2)

となる。ここで c = 0の場合は d > 0である。このとき上式から c′ = dqn−1、d′ = dqn−2 であり、
十分大きい nについて qn−1 > qn−2 > 0となるので c′ > d′ > 0が従う。したがって以下では c 6= 0

としてよい。いま limn→∞
cpn−1

qn−1
+ d = limn→∞

cpn−2

qn−2
+ d = cα + d > 0なので、十分大きな nを

取りなおすことで cpn−1

qn−1
+ d > 0, cpn−2

qn−2
+ d > 0 としてよい。さらに qn−1, qn−2 > 0 であるから

(2.4.1),(2.4.2)から c′, d′ > 0となる。また、

c′ − d′ = qn−1

(
cpn−1

qn−1
+ d

)
− qn−2

(
cpn−2

qn−2
+ d

)
> qn−1

(
cpn−1

qn−1
+ d

)
− qn−1

(
cpn−2

qn−2
+ d

)
=

c

qn−2
(pn−1qn−2 − qn−1pn−2) =

(−1)nc

qn−2

である。十分大きな nはどちらの偶奇にも取れるので、さらに (−1)nc > 0となるように nを取り
直せば c′ − d′ > 0となる。以上をすべて満たすような nをとることで、補題 2.4.7から[

a′ b′

c′ d′

]
=

[
c0 1
1 0

] [
c1 1
1 0

]
· · ·
[
cℓ 1
1 0

]
を満たす ℓ ∈ Z≥0 と c0 ∈ Z, c1, . . . , cℓ ∈ Z≥1 が存在する。したがって

β =

[
c0 1
1 0

] [
c1 1
1 0

]
· · ·
[
cℓ 1
1 0

]
αn = [c0; c1, . . . , cℓ, αn] = [c0; c1, . . . , cℓ, an, an+1, . . . ]

となり、ここで、n ≥ 1であるから an ≥ 1であることに注意するとこれが β の無限連分数展開とな
る。以上から、m = ℓ + 1 と取ることで [an; an+1, . . . ] = [bm; bm+1, . . . ] を得る。以上より示され
た。



37 2.5 循環連分数と 2次無理数

2.5 循環連分数と 2次無理数
この節では、無理数の正則連分数展開の部分商が循環するようなケースを考え、これを無理数の持
つ性質で特徴付けることを考える。まずは循環連分数を定義するところから始めよう。

定義 2.5.1. 無限正則連分数であって、部分商が

[a0; a1, a2, . . . , ak, b0, b1, . . . , bℓ, b0, b1, . . . , bℓ, b0, b1, . . . ]

のように途中から循環する連分数のことを循環連分数といい、

[a0; a1, a2, . . . , ak, b0, b1, . . . , bℓ]

で表す。循環する数列 (b0, . . . , bℓ)のことを循環節という。とくに最初から循環節の繰り返しになっ
ているものを純循環連分数という。

次に、2次無理数と呼ばれる無理数を定義する。

定義 2.5.2. 無理数 α が整数係数 2 次方程式の解である、すなわち gcd(a, b, c) = 1 であるような
a ∈ Z≥1 と b, c ∈ Zが存在して、

α =
−b+ ε

√
D

2a

(ただし D = b2 − 4ac, ε ∈ {1,−1}であり、D > 0かつ D は平方数でないものとする)と表せると
き、αは 2次無理数であるという。このとき、D を αに対する判別式という。上記の 2次無理数 α

に対して、αの 2次共役を α′ とする；すなわち、

α′ =
−b− ε

√
D

2a

であるとする。α > 1かつ −1 < α′ < 0となるとき、αを簡約 2次無理数という。

α が簡約 2 次無理数であるときは α > α′ なので常に ε = 1 である。また、判別式 D は α に対
して一意的に定まるような値としておきたいので、計算に使用する αを根とする 2次式は a ≥ 1か
つ gcd(a, b, c) = 1を課すことによって複数の選択肢が出ないようにしていることにも注意が必要で
ある。
2次無理数全体の集合を I2、簡約 2次無理数全体の集合を R2 とする。また、D = dであるような

2次無理数全体の集合を I2(d)、同様に D = dであるような簡約 2次無理数全体の集合を R2(d)と
する。
さて、本節の主定理は以下の定理である。

定理 2.5.3 (ラグランジュの定理). 次が成り立つ。

(1) 無理数 αの無限連分数展開が循環連分数であることと αが 2次無理数であることは同値。
(2) さらに、無理数 αの無限連分数展開が純循環連分数であることと αが簡約 2次無理数である
ことは同値。

この定理を証明するために準備をしていこう。
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定理 2.5.4. ユニモジュラー群の R \ Q への作用は I2 への作用と任意の正の平方数でない整数
d ∈ Z>0 に対する I2(d)への作用を定める。

証明. I2(d)上でユニモジュラー群が作用することを確かめれば十分である。α ∈ I2(d)とする。αを
根とする 2次式を ax2 + bx+ cとする。ここで gcd(a, b, c) = 1と仮定する（これにより、この 2次
式の判別式 b2 − 4acは αに対する判別式となる）。M = [ s t

u v ] ∈ GL(2,Z)に対して、β = Mαとす
る。このとき命題 2.4.2より GL(2,Z)は R \Qに作用しているので β は無理数である。αについて
β = Mαを解くことで

α = M−1β =
vβ − t

−uβ + s

となる。いま αは ax2 + bx + c = 0を満たしているので、ここに x = α = vβ−t
−uβ+s を代入して整理

することで

(av2 + cu2 − buv)β2 + (−2atv + bsv + but− 2csu)β + at2 + cs2 − bst = 0

を得る。したがって β は 2次式

(av2 + cu2 − buv)x2 + (−2atv + bsv + but− 2csu)x+ at2 + cs2 − bst

の根である。以下、A = av2 + cu2 − buv,B = −2atv + bsv + but − 2csu,C = at2 + cs2 − bst

とする。この 2 次式の判別式 B2 − 4AC が β に対する判別式となっていることをいうために
gcd(A,B,C) = 1と A 6= 0であることを確かめる（厳密には A 6= 0ではなく A > 0が必要だが、2

次式を −1倍しても β が根であることは変わらず、また判別式の値は不変なので、A < 0ならば 2次
式を −1倍したものに取り替えれば良い）。まず A 6= 0は β が無理数の根であることから直ちにわか
る。gcd(A,B,C) = 1を示す。e ∈ Zが e | A, e | B, e | C を満たすとする。このとき、

s2A+ suB + u2C = a(sv − tu)2 = a,

2stA+ (sv + tu)B + 2uvC = b(sv − tu)2 = b

t2A+ tvB + v2C = c(sv − tu)2 = c

となるので e | a, e | b, e | c を満たす。gcd(a, b, c) = 1 だから e の最大値は 1 である。したがって
gcd(A,B,C) = 1がわかるので、B2 − 4AC は β に対する判別式である。これを計算すると、

B2 − 4AC = (b2 − 4ac)(sv − tu)2 = b2 − 4ac

となる。ここで α ∈ I2(d)なので d = b2−4acである。したがってB2−4AC = dとなり、β ∈ I2(d)

であることが示された。

定理 2.5.5. 正の平方数でない整数 dを固定する。任意の α = [a0; a1, . . . ] ∈ I2(d)に対して、十分
大きく nをとることで αn := [an; an+1, . . . ] ∈ R2(d)とできる。さらに、この nに対してm ≥ nで
あるとき、αm ∈ R2(d)である。

証明. α ∈ I2(d) の無限連分数展開が α = [a0; a1, . . . ] で与えられるとする。ここで αk :=

[ak; ak+1, . . . ]であるとすると、k ≥ 1のとき

α = [a0; a1, . . . , ak−1, αk] =

[
a0 1
1 0

] [
a1 1
1 0

]
· · ·
[
ak−1 1
1 0

]
αk
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が成り立つ (最後の等式は命題 2.4.5 からしたがう)。ここで [ ai 1
1 0

]
∈ GL(2,Z) から k ≥ 0 に対し

て α と αk は同値であり、定理 2.5.4 から αk ∈ I2(d) となる。さらに αk+1 の構成アルゴリズム
(2.3.1)により αk+1 = 1

αk−bαkc であったので、0 < αk − bαkc < 1から αk+1 > 1がわかる。すな
わち、k ≥ 1ならば常に αk > 1である。したがって十分大きいすべての nに対して 2次共役 α′

n が
−1 < α′

n < 0となることを示せばよい。ここで、α =
[ pk pk−1
qk qk−1

]
αk+1 を考えると、これを αk+1 に

ついての式に変形することで

αk+1 =

[
pk pk−1

qk qk−1

]−1

α =

[
qk−1 −pk−1

−qk pk

]
α

を得る。ただし、厳密には逆行列には符号因子が現れるが、分数線形作用では行列全体を −1倍して
も同じ変換を定めるので、上の表示を用いている。この等式の両辺の 2次共役を取ることで、

α′
k+1 = −qk−1α

′ − pk−1

qkα′ − pk
= −qk−1

qk

α′ − pk−1

qk−1

α′ − pk

qk

となる。ここで limk→∞
pk

qk
= αなので

lim
k→∞

α′ − pk−1

qk−1

α′ − pk

qk

= 1

である。特に極限の定義から、ある N ∈ Z≥0 が存在して n ≥ N ならば

α′ − pn−1

qn−1

α′ − pn

qn

> 0

である。これと qn−1

qn
> 0をあわせることで、このような nに対して α′

n+1 < 0であることがわかる。
さらに、αn+2 の定義式 αn+2 = 1

αn+1−an+1
の両辺 2次共役をとって

α′
n+2 = − 1

an+1 − α′
n+1

を考えると、α′
n+1 < 0 かつ an+1 ≥ 1 なので −1 < α′

n+2 < 0 であることがわかる。以上から
m ≥ N + 2に対して αm ∈ R2(d)であることが示された。

定理 2.5.5から直ちに次の系を得る。

系 2.5.6. 任意の正の平方数でない整数 dと任意の α ∈ I2(d)に対してある β ∈ R2(d)が存在して
α ∼ β が成り立つ。したがって、I2(d)の各軌道の代表元として R2(d)の元がとれる。

補題 2.5.7. α ∈ R2(d) とする。α を根として持つ 2 次式を ax2 + bx + c（ただし a ∈ Z≥1 かつ
gcd(a, b, c) = 1）とすると、

0 < −b <
√
d

が成立する。とくに、任意の正の平方数でない整数 dに対して R2(d)は有限集合である。

証明. αの簡約性から
α =

−b+
√
d

2a
> 1,−1 < α′ =

−b−
√
d

2a
< 0
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が成り立つ。この分母を払うことで

−b+
√
d > 2a > b+

√
d > 0

を得る。特に −b+
√
d > b+

√
dから 0 < −bであり、b+

√
d > 0から −b <

√
dである。したがっ

て 0 < −b <
√
dとなり、dが固定であればありえる bは有限個である。さらに d− b2 = −4acであ

り、a, c ∈ Zよりありえる a, cは有限個である。以上からこの条件を満たす αも有限個となる。

補題 2.5.8. αが簡約な 2次無理数であるとき、連分数アルゴリズム (2.3.1)にしたがって α = [a0;α1]

とすると bαc = a0 = b− 1
α′

1
cが成立する。

証明. α = [a0;α1] = a0 + 1
α1
とすると、共役をとって α′ = a0 + 1

α′
1
である。これを整理して

− 1
α′

1
= a0 + (−α′)を得る。ここで、−1 < α′ < 0であるから、− 1

α′
1
の整数部分は a0 である。よっ

て示された。

定理 2.5.3の証明. まず、(2)の「αの無限連分数展開が純循環連分数ならば α ∈ R2 である」を示
す。α = [a0; a1, . . . , an−1]とする。このとき、

α = [a0; a1, . . . , an−1, α] =
αpn−1 + pn−2

αqn−1 + qn−2

が成り立つ。これを整理することで

qn−1α
2 + (qn−2 − pn−1)α− pn−2 = 0

を得る。したがって αは 2次方程式の解であり、α /∈ Qなので α ∈ I2がいえる。また純循環性より、

α = [a0; a1, . . . , an−1, α] = [a0; a1, . . . , an−1, a0, a1, . . . , an−1, α] = · · ·

となり、任意の k ∈ Z≥0 に対して α = αkn である。したがって、定理 2.5.5 より α ∈ R2 である。
よって示された。
次に (1)の「αの無限連分数展開が循環連分数ならば α ∈ I2 である」を示す。

α = [a0; a1, a2, . . . , an−1, an, an+1, . . . , an+k−1]

とする。αn = [an; an+1, . . . , an+k−1] とすると、直前の議論より αn ∈ R2 ⊂ I2 である。した
がって、

α = [a0; a1, a2, . . . , an−1, αn] =

[
pn−1 pn−2

qn−1 qn−2

]
αn

であり、[ pn−1 pn−2
qn−1 qn−2

]
∈ GL(2,Z)であるから定理 2.5.4より α ∈ I2 がわかる。

次に (1)の「α ∈ I2 ならば αの無限連分数展開が循環連分数である」を示す。α ∈ I2 とし、αに対
する判別式を dとする。このとき dは正の平方数でない整数であり、α ∈ I2(d)である。定理 2.5.5

から十分大きい nについて、m ≥ nならば常に αm ∈ R2(d)となる。ここで補題 2.5.7より R2(d)

の元は有限個なので、ある n ≤ ℓ < ℓ′ が存在して αℓ = αℓ′ である。このとき、

αℓ = [aℓ; aℓ+1, . . . , aℓ′−1, αℓ′ ] = [aℓ; aℓ+1, . . . , aℓ′−1, αℓ]

となる。したがって
αℓ = [aℓ; aℓ+1, . . . , aℓ′−1]
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となり、αの無限連分数展開は循環連分数である。
最後に (2)の「α ∈ R2 ならば αの無限連分数展開が純循環連分数である」を示す。α ∈ R2 とし、

α に対する判別式を d とする。このとき α ∈ R2(d) である。ここで、a0 = bαc とおけば、α > 1

かつ −1 < α′ < 0 から α1 = 1/(α − a0) > 1 かつ α′
1 = 1/(α′ − a0) ∈ (−1, 0) が従い、判別式は

GL(2,Z)作用で保存される。したがって、任意の n ∈ Z≥0 に対して αn ∈ R2(d)である。補題 2.5.7

より R2(d)は有限集合なので、ある 0 ≤ ℓ < ℓ′ が存在して αℓ = αℓ′ となる。ℓ = 0の場合は直ちに
α0 = αℓ′ であり、直前の主張と同じ議論から純循環性が従う。以下では ℓ ≥ 1とする。このとき、

αℓ−1 = [aℓ−1;αℓ], αℓ′−1 = [aℓ′−1;αℓ′ ]

であり、補題 2.5.8から aℓ−1 = b− 1
α′

ℓ
c = b− 1

α′
ℓ′
c = aℓ′−1 である。以上より αℓ−1 = αℓ′−1 となる。

この操作を繰り返すことにより α0 = αℓ′−ℓ が成り立つので、あとは直前の主張と同じ議論から

α = [a0; a1, . . . , aℓ′−ℓ−1]

となって示された。

注 2.5.9. 定理 2.5.3の「α ∈ R2 ならば αの無限連分数展開が純循環連分数である」の証明におい
て、いきなり「ある ℓが存在して α0 = αℓ」とすることはできない。なぜなら、α0 が他の αℓ と重複
することは R2(d)の有限性だけからは導出できないからである。実際、補題 2.5.8を適用する前の段
階では「α0 がその他のすべての αi とは異なっていて、かつ αi たちのバリエーションが有限である」
という可能性を排除できない。

最後に、周期節が反転した連分数が与える 2次無理数の、元の 2次無理数との関係性を記述してお
こう。この事実は次の章以降で必要となる。

命題 2.5.10. α = [a0; a1, . . . , an−1] ∈ R2 であるとき、

− 1

α′ = [an−1; an−2, . . . , a0]

が成立する。ただし α′ は αの 2次共役である。

証明. α = [a0; a1, . . . , an−1]から

α = [a0; a1, . . . , an−1, α] =

[
pn−1 pn−2

qn−1 qn−2

]
α =

pn−1α+ pn−2

qn−1α+ qn−2

となる。ここから αは

qn−1x
2 + (qn−2 − pn−1)x− pn−2 = 0 (2.5.1)

の解であることがわかる。一方、[
pn−1 pn−2

qn−1 qn−2

]
=

[
a0 1
1 0

] [
a1 1
1 0

]
· · ·
[
an−1 1
1 0

]
の両辺について転置を取ることで[

pn−1 qn−1

pn−2 qn−2

]
=

[
an−1 1
1 0

] [
an−2 1
1 0

]
· · ·
[
a0 1
1 0

]
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が得られるので、β := [an−1; an−2, . . . , a0]とおくと

β = [an−1; an−2, . . . , a0, β] =

[
pn−1 qn−1

pn−2 qn−2

]
β =

pn−1β + qn−1

pn−2β + qn−2

が成り立つ。これを整理することで

pn−2β
2 + (qn−2 − pn−1)β − qn−1 = 0

を得る。さらにこれを両辺 −β2 で割ると

−pn−2 + (qn−2 − pn−1)

(
− 1

β

)
+ qn−1

(
− 1

β

)2

= 0

となるが、これは − 1
β が (2.5.1) の解であることを意味する。an−1 ≥ 1 なので補題 2.3.5 から

β > bβc = an−1 ≥ 1 より、−1 < − 1
β < 0 である。以上から α′ = − 1

β となり、これを整理して
β = − 1

α′ を得る。以上から示された。
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第 3章

ラグランジュスペクトラム

第 2章で連分数と 2次無理数の基礎を整えたので、本章ではそれを用いてラグランジュスペクトラ
ムの基本的な性質を見ていく。ラグランジュスペクトラムは、無理数が有理数でどれほどよく近似さ
れるかを表すラグランジュ定数全体の集合であり、ディオファントス近似理論における最も基本的な
対象の一つである。定義だけを見ると近似の良さを分母の累乗指数で測る無理数度の乗法類似である
という程度の印象しか持たないかもしれないが、連分数展開を通して眺めることで、その値は無限列
や周期性と深く結びついていることがわかる。
本章では、まずラグランジュ定数の定義とその計算しやすい形を与え、いくつかの基本例を計算す
る。ついでさらに両側無限数列による表示を導入することで、次章で扱うマルコフスペクトラムとの
比較がしやすい形に整える。さらに 2次無理数に対しては、前章で準備した GL(2,Z) の作用と循環
連分数の理論を用いることで、ラグランジュ定数を具体的に計算できることを示す。
マルコフの定理の解説を念頭に置いた標準的なテキスト [Aig13, Bom07, Reu19]では最初からラ
グランジュ定数に 3以下という仮定を課して議論をしているが、本稿のこの章ではそのような仮定を
せず一般的な状況で証明を進める。
この章の議論は [Aig13]を参考にしている。

3.1 定義と最初の具体例
この節ではラグランジュスペクトラムと呼ばれる集合を導入し、最も単純な具体例について確認
する。

定義 3.1.1. 実数 α ∈ R \Qに対して、L(α)を次の条件を満たす正実数 Lの上限として定める：

• 不等式
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1
Lq2 を満たす既約分数 p

q（q > 0）が無限個存在する。

上限が存在しない場合、L(α) = ∞と定める。これを α のラグランジュ定数と呼ぶ。実無理数のラ
グランジュ定数全体の集合

L := {L(α) | α ∈ R \Q},

をラグランジュスペクトラムと呼ぶ。

定義には含まれていないが、まずは α が有理数の場合に同じ定義を適用してどのような値になる
のか見てみることにする。
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命題 3.1.2. αを任意の有理数として、Lを任意の正の実数とする。このとき |α− p
q | <

1
Lq2 を満た

す既約分数 p
q（q > 0）は有限個しかない。

証明. p
q = αとなる既約分数は高々 1つなので、以下では p

q 6= αとする。まず α = a
b（ただし a

b は
既約分数）とおく。このとき、 ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ = |aq − bp|
bq

≥ 1

bq

が成り立つので、
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1
Lq2 が成り立つならば 1

Lq2 > 1
bq となる。したがって、このとき q < b

L

となるが、q は正整数なのでこれを満たす q は有限個となる。また、
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1
Lq2 を満たすとき、

この不等式を pについて解くことで

aq

b
− 1

Lq
< p <

aq

b
+

1

Lq

を得る。pは整数なので、q を 1つ固定した時にこの条件を満たす pは有限個である。以上から、L

を任意の正の実数としたとき |α − p
q | <

1
Lq2 を満たす既約分数 p

q が有限個しかないことが示され
た。

上記の命題より α が有理数の場合は定義 3.1.1の条件を満たす L全体の集合は空集合であり、こ
れを考えてもあまり意味がないことがわかる。これ以降は α が無理数の場合を考える。まず、ラグ
ランジュ定数の連分数を用いた特徴づけを与える。

定理 3.1.3. 無理数 α に対してその無限連分数展開を α = [a0; a1, . . . ] とする。このとき αn :=

[an; an+1, . . . ], βn := [an; an−1, . . . , a1]とすると、

L(α) = lim sup
n→∞

(
αn+1 +

1

βn

)
(3.1.1)

が成り立つ（これ以降、λn(α) := αn+1 +
1
βn
と表すことにする）。

補題 3.1.4. 無理数 αが無限連分数展開 α = [a0; a1, . . . ]を持つとする。このとき、任意の k ≥ 1に
対して

qk
qk−1

= [ak; ak−1, . . . , a1](= βk)

が成り立つ。

証明. 帰納法で証明する。k = 1ならば q1
q0

= a1 である。k − 1での成立を仮定する。このとき、

qk
qk−1

=
akqk−1 + qk−2

qk−1
= ak + [0; ak−1, . . . , a1] = [ak; ak−1, . . . , a1]

となり、k での成立が示された。

定理 3.1.3の証明. まず近似分数について∣∣∣∣α− pn
qn

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣αn+1pn + pn−1

αn+1qn + qn−1
− pn

qn

∣∣∣∣ = 1

αn+1q2n + qn−1qn
=

1

λn(α)q2n

が成り立つ。ただし最後の等式では補題 3.1.4を用いた。
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まず L(α) ≤ lim supn→∞ λn(α) を示す。Lを∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

Lq2

を満たす既約分数 p
q が無限個存在するような正の実数とする。L > 2 の場合は、これらの既約分数

は定理 2.3.10よりすべて近似分数である。したがって無限個の n に対して
1

λn(α)q2n
<

1

Lq2n

となり、λn(α) > L が無限回成り立つ。よって L ≤ lim supn→∞ λn(α) である。
一方 L ≤ 2 の場合も、lim supn→∞ λn(α) ≥ 2 であることから同じ結論が従う。実際、部分商

aj ≥ 2 が無限回現れるならば λj−1(α) > 2 が無限回成り立つ。そうでなければ十分大きい j では常
に aj = 1であり、この場合は lim supj→∞ λj(α) = limj→∞ λj(α) =

√
5 > 2 である。したがって

任意の場合に L ≤ lim supn→∞ λn(α) であり、上限をとれば L(α) ≤ lim supn→∞ λn(α) を得る。
逆に任意の ε > 0 に対して、上極限の定義から

λn(α) > lim sup
m→∞

λm(α)− ε

を満たす n が無限個存在する。これらの n について∣∣∣∣α− pn
qn

∣∣∣∣ < 1

(lim supm→∞ λm(α)− ε)q2n

が成り立つので、lim supn→∞ λn(α) − ε ≤ L(α) である。ε > 0 は任意であるから、
lim supn→∞ λn(α) ≤ L(α) も従う。以上より主張が示された。

例 3.1.5. 定理 3.1.3による特徴付けを使って具体例を計算してみることにしよう。

(1) α = 1+
√
5

2 とする。このとき、1+
√
5

2 = [1; 1+
√
5

2 ]であるから、1+
√
5

2 = [1]であり、したがって

L

(
1 +

√
5

2

)
= lim sup

n→∞
([1] + [0; 1, . . . , 1]) = [1] + lim

n→∞
[0; 1, . . . , 1] = [1] + [0; 1] =

√
5

が成り立つ。
(2) α = 1 +

√
2とする。このとき、1 +

√
2 = [2; 1 +

√
2]であるから、1 +

√
2 = [2]であり、し

たがって

L
(
1 +

√
2
)
= lim sup

n→∞
([2] + [0; 2, . . . , 2]) = [2] + lim

n→∞
[0; 2, . . . , 2] = [2] + [0; 2] = 2

√
2

が成り立つ。

この節の最後に、ラグランジュスペクトラムを無限列と上極限を用いて特徴づけることがで
きることをみよう。任意の i ∈ Z に対して ai ∈ Z≥1 であるような成分からなる両側無限列
a = (. . . , a−1, a0, a1, . . . )を考える。これに対して、

ℓn(a) := [an; an+1, . . . ] + [0; an−1, an−2, . . . ]

を定める。このとき、結果的に次が成立する。
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系 3.1.6 (ペロンの恒等式). ラグランジュスペクトラムは次の形で特徴付けられる。

L =

{
lim sup
n→+∞

ℓn(a)

∣∣∣∣ a ∈ ZZ
≥1

}
.

まず次の補題を示す。

補題 3.1.7. α, β を無理数として、その連分数展開をそれぞれ α = [a0; a1, . . . ], β = [b0; b1, . . . ]とす
る。ある n ≥ 2に対して ai = bi (0 ≤ i ≤ n)かつ an+1 6= bn+1 が成り立つとき、|α− β| ≤ 1

n(n−1)

が成り立つ。

証明. 任意の 0 ≤ k ≤ n に対して、pk

qk
:= [a0; a1, . . . , ak] とする。このとき、α と β に対して、系

2.2.9を無限連分数へ拡張した極限の議論から、「α < pn−1

qn−1
かつ β < pn−1

qn−1
」または「α > pn−1

qn−1
かつ

β > pn−1

qn−1
」のどちらかが成り立つ。したがって

|α− β| ≤ max

{∣∣∣∣α− pn−1

qn−1

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣β − pn−1

qn−1

∣∣∣∣} ≤ 1

qn−1qn
≤ 1

n(n− 1)

が成立する。ただし 2つ目の不等式は命題 2.3.8, 3つ目の不等式は系 2.2.7からしたがう。

系 3.1.6の証明. 右辺の集合を

R :=

{
lim sup
n→+∞

ℓn(a)

∣∣∣∣ a ∈ ZZ
≥1

}
とおく。R = L を示せばよい。
まず R ⊂ L を示す。任意に a = (. . . , a−1, a0, a1, . . .) ∈ ZZ

≥1 をとり、α := [0; a1, a2, . . .] とおく。
さらに

un := [0; an−1, an−2, . . . , a1], vn := [0; an−1, an−2, . . . , a1, a0, a−1, . . .]

とおくと定理 3.1.3より

L(α) = lim sup
n→∞

([an; an+1, an+2, . . .] + un)

であり、一方
ℓn(a) = [an; an+1, an+2, . . .] + vn

である。
ここで vn は un と同じ初期部分商を持つ無限連分数である。有限連分数 un を同じ初期部分商を
持つ無限連分数の近似とみなして、補題 3.1.7を用いれば、

|un − vn| ≤
1

n(n− 1)
(n ≥ 2)

が成り立つ。したがって

|ℓn(a)− ([an; an+1, an+2, . . .] + un)| ≤
1

n(n− 1)
→ 0 (n → ∞)

であるから
lim sup
n→∞

ℓn(a) = L(α) ∈ L

を得る。よって R ⊂ L である。
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次に L ⊂ R を示す。任意に r ∈ L をとる。するとある無理数 α = [a0; a1, a2, . . .] が存在して
r = L(α) となる。ここで α̃ := [0; a1, a2, . . .] とおくと、(3.1.1) の表示式は a0 に依存しないので
L(α̃) = L(α) = r が成り立つ。
そこで両側無限列 b = (bn)n∈Z を

bn =

{
an (n ≥ 1),

1 (n ≤ 0)

で定める。さらに

un := [0; an−1, an−2, . . . , a1], wn := [0; an−1, an−2, . . . , a1, 1, 1, . . .]

とおくと、定理 3.1.3 より

L(α̃) = lim sup
n→∞

([an; an+1, an+2, . . .] + un)

であり、一方
ℓn(b) = [an; an+1, an+2, . . .] + wn

である。ここでも有限連分数 un を同じ初期部分商を持つ無限連分数の近似とみなして補題 3.1.7を
用いれば、

|un − wn| ≤
1

n(n− 1)
(n ≥ 2)

が成り立つ。したがって
lim sup
n→∞

ℓn(b) = L(α̃) = r

となる。よって r ∈ R であり、L ⊂ R を得る。
以上より L = R、すなわち

L =

{
lim sup
n→+∞

ℓn(a)

∣∣∣∣ a ∈ ZZ
≥1

}
が成り立つ。

系 3.1.6は Perronが与えた Lの特徴づけということで紹介したが、筆者はこの表示はあまり本質
的ではないと感じている。系 3.1.6の証明中で無理数 α に対応するために構成した無限数列 bにつ
いて、αの連分数展開から出てこない左側の部分をすべて 1で補完しているが、ここはどんな数列を
持ってきてもその後の議論は問題なく進むので、実質的に定理 3.1.3から情報が増えていないのであ
る。どちらかというと、重要なのは (3.1.1)の表示と、次の節で与える上限を使ったラグランジュ定
数の両側無限数列表示である。

3.2 ラグランジュ定数の両側無限数列と上限による表示
この節では、前節で定義したラグランジュスペクトラムを両側無限数列と上限（上極限ではないこ
とに注意）を用いて表示することを考える。これは、のちに与えるマルコフ定数との比較に役立つ。
まず、次の命題を示しておく。

命題 3.2.1. αを無理数とし、無限連分数展開を α = [a0; a1, . . . ]とする。
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(1) (an)
∞
n=0 が有界であるとき、L(α) < ∞となる。

(2) (an)
∞
n=0 が非有界であるとき、L(α) = ∞となる。

証明. 各 n ≥ 1に対して
xn := αn+1 +

1

βn

とおく。補題 2.2.14, 2.3.5より，任意の n ≥ 1について

an+1 < xn < an+1 + 2

が成り立つ。したがって

lim sup
n→∞

an+1 ≤ lim sup
n→∞

xn ≤ lim sup
n→∞

an+1 + 2

である。
ここで，(an)

∞
n=0 の有界性は (an+1)

∞
n=1 の有界性と同値である。ゆえに (an)

∞
n=0 が有界ならば

(xn)
∞
n=1 も有界であり，逆に (an)

∞
n=0 が非有界ならば (xn)

∞
n=1 も非有界である。すなわち，

lim sup
n→∞

xn

は，(an)
∞
n=0 が有界なとき有限であり，非有界なとき∞である。

定理 3.1.3より
L(α) = lim sup

n→∞

(
αn+1 +

1

βn

)
= lim sup

n→∞
xn

であるから，主張 (1), (2)が従う。

以上により (an)
∞
n=0が有界な場合にのみ L(α)が意味のある数になるので、∞でないラグランジュ

スペクトラムの元を考える上では (an)
∞
n=0 が有界であることを仮定して良いことになる。

命題 3.2.2. 無理数 αに対して無限連分数展開を α = [a0; a1, . . . ]として、(an)
∞
n=0 が有界であると

仮定する。αn = [an; an+1, . . . ], βn = [an; an−1, . . . , a1], λn(α) = αn+1 +
1
βn
とする。このとき以

下が成り立つ。

(1) (αn)
∞
n=0 は有界である。

(2) (βn)
∞
n=1 は有界である。

(3) (λn(α))
∞
n=1 は有界である。

証明. (an)
∞
n=1 における最大値を aとする。(1)を示す。αk（ただし k ≥ 1）に対して補題 2.3.5か

ら ak < αk < ak + 1 であることから、任意の n ≥ 1 に対して 1 < αn < a + 1 が成立する。よっ
て (αn)

∞
n=0 は有界。(2)は同様にして、補題 2.2.14から ak ≤ βk < ak + 1であることから、任意の

n ≥ 1に対して 1 ≤ βn < a + 1が成立する。よって (βn)
∞
n=1 は有界。(3)は (1)と (2)から任意の

n ≥ 1に対して 1 < αn+1 +
1
βn

< a+ 2となることからしたがう。

さて、(αn+1 +
1
βn

)∞n=1 は有界なのでボルツァノ=ワイエルシュトラスの定理（定理 A.1.1）からそ
の部分列 (αni+1 +

1
βni

)∞i=1 で収束するようなものが取れる。その極限を r とする。さらに (βni)
∞
i=1

も有界なので、この数列のさらなる部分列 (βnij
)∞j=1 であって収束するような列が取れる。この列の

収束先を η とする。さらにこの添字に関する (αn+1)
∞
n=1 の部分列 (αnij+1)

∞
j=1 をとると、この数列
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は r − 1
η に収束する。この値を θ := r − 1

η とおく。このようにして集積点 r から構成した組 (θ, η)

を、集積点 r に付随するペアと呼ぶことにする。上極限の定義から、L(α)はこのようにして取れる
部分列による集積点 rの上限である。下付き添字が多くて記号が煩雑になるので、これ以降この手順
で部分列を取るときはその部分列の添字を ni で表すことにする。

命題 3.2.3. 無理数 α に対して無限連分数展開を与える数列を (an)
∞
n=0 とし、(an)

∞
n=1 は有界であ

るとする。aをこの数列の a0 を除いた中での最大成分とする。数列 (λn(α))
∞
n=1 を考え、rをその集

積点とする。このとき、r に付随するペア (θ, η)に対して θ, η は無理数であり、その連分数展開をそ
れぞれ θ = [b0; b1, . . . ], η = [b−1; b−2, . . . ]と表すことにすると各 i ∈ Zに対して 1 ≤ bi ≤ aとなる。
したがって特に 1 < θ, η < a+ 1が成立する。

証明. まず θ についての主張を示す。θ /∈ Qであることを背理法で示す。θ ∈ Qと仮定し、その標準
的な有限正則連分数展開を θ = [b0; b1, . . . , bk]と書く。ただし、θ が整数の場合は k = 0と読む。
k = 0の場合を先に考える。このとき θ = b0 である。limi→∞ αni+1 = θであるから、十分大きい

iに対して αni+1 の整数部分は b0 に等しい。したがって αni+1 = b0 +1/αni+2 である。ところが数
列 (an)

∞
n=1 の成分は aを超えないので αni+2 < a+ 1であり、

αni+1 − b0 =
1

αni+2
>

1

a+ 1

となる。これは αni+1 → θ = b0 に矛盾する。
次に k ≥ 1とし、0 ≤ ℓ ≤ k に対して

pℓ
qℓ

:= [b0; b1, . . . , bℓ]

と定める。ni を十分大きくとることで |αni+1 − θ| < 1/(2q2k) とすることができる。このとき定理
2.3.10 より、有限連分数 [b0; b1, . . . , bk] = pk/qk は αni+1 の近似分数となる。したがって任意の
0 ≤ ℓ ≤ k に対して bℓ = ani+ℓ+1 である。よって (2.3.2)から

|αni+1 − θ| = 1

qk(αni+k+2qk + qk−1)

が成り立つ。ところが αni+k+2 < a+ 1であるから

|αni+1 − θ| > 1

(a+ 2)q2k

が成り立つ。これは ni をいくら大きく取っても |αni+1 − θ| が 0 に近づかないことを意味し、
limi→∞ αni+1 = θ に矛盾する。以上から θ は無理数である。
あらためて θ = [b0; b1, . . . ]とおく。この連分数を k 番目で打ち切った pk/qk を考えると、直前と
同じ議論から十分大きい ni をとることで 0 ≤ ℓ ≤ k に対して bℓ = ani+ℓ+1 となる。この k は任意
に大きく取れるので、θ の無限連分数展開は αni+1 の連分数展開から与えられる数列 (an)

∞
n=1 の成

分で構成される。したがって各 bi（ただし i ≥ 0）に対して 1 ≤ bi ≤ aである。1 < θ < a+ 1は直
前で示した事実と補題 2.3.5から直ちに従う。
次に η についての主張を示す。η ∈ Q と仮定し、その標準的な有限正則連分数展開を η =

[b−1; b−2, . . . , b−k]と書く。ただし、η が整数の場合は η = [b−1]と読む。整数の場合は θ の k = 0
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の場合と同じ議論により、十分大きい iに対して βni は b−1 から一様に離れる。これは βni → η に
矛盾する。
したがって長さが 2以上の場合を考えればよい。1 ≤ ℓ ≤ k に対して

p−ℓ

q−ℓ
:= [b−1; b−2, . . . , b−ℓ]

と定める。このとき、limi→∞ βni = η であることから ni を十分大きくとることで |βni − η| <
1/(2q2−k)とすることができる。さらに ni ≥ k + 2を満たすように ni をとっておく。このとき定理
2.3.10（と注 2.3.11）より、有限連分数 [b−1; b−2, . . . , b−k] = p−k/q−k は βni

の近似分数となるか
ら、任意の 1 ≤ ℓ ≤ k に対して b−ℓ = ani−ℓ+1 である。ここで θ のときと同様に

|βni
− η| = 1

q−k(βni−kq−k + q−(k−1))

が成り立つ。ただし、k = 1の場合は q0 := 0と読むことにする。あとは θ と同じ議論から η の主張
がすべて従う。

無理数 αに対して与えられる lim supn→∞(αn+1 +
1
βn

)の集積点 rとそれに付随するペア (θ, η)を
とり θ := [b0; b1, . . . ], η := [b−1; b−2, . . . ]によって与えられる両側無限列 b := (. . . , b−1, b0, b1, . . . )

を考える。これを (θ, η)が与える両側無限数列と呼ぶ。このとき

ℓ0(b) = [b0; b1, . . . ] + [0; b−1, b−2, . . . ] = θ +
1

η
= r

を満たすことがわかる。

定理 3.2.4. 無理数 α に対して数列 (λn(α))
∞
n=1 を考え、この数列の集積点 r を任意にとる。r に

付随するペア (θ, η) が与える両側無限数列を (. . . , b−2, b−1, b0, b1, . . . ) とする。このとき、任意の
h ∈ Zに対して θ′ := [bh; bh+1, . . . ], η

′ := [bh−1; bh−2, . . . ]として

r′ := ℓh(b) = θ′ +
1

η′

と定めると、r′ は (λn(α))
∞
n=1 の集積点となる。

証明. h > 0のときを示す。θ = [b0; b1, . . . , bh−1, θ
′]だから、θ の近似分数を pk

qk
とすると

θ =
θ′ph−1 + ph−2

θ′qh−1 + qh−2
(3.2.1)

となる。数列 (ni)
∞
i=1 を (αni+1)

∞
i=1 が θ に、(βni)

∞
i=1 が η に収束するようにとる。αni+1 の無限連

分数展開は命題 3.2.3の証明中の議論から十分大きな iに対して常に αni+1 = [b0; b1, . . . , bh−1, . . . ]、
すなわち h − 1 番目までの成分を θ の無限連分数展開と一致させることができる。したがって
αni+1 = [b0; b1, . . . , bh−1, αni+h+1]を得る。ここから

αni+1 =
αni+h+1ph−1 + ph−2

αni+h+1qh−1 + qh−2
(3.2.2)

が成り立つ。(3.2.1)を θ′,(3.2.2)を αni+h+1 について解くと、ある a, b, c, d ∈ Zに対して

θ′ =
θa+ b

θc+ d
, αni+h+1 =

αni+1a+ b

αni+1c+ d
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を満たす。したがって limi→∞(αni+1) = θ の仮定から limi→∞(αni+h+1) = θ′ が成り立つ。一方 η

については
η′ = [bh−1; bh−2, . . . , b0, η], βni+h = [bh−1; bh−2, . . . , b0, βni

]

から同じ議論を使って limi→∞ βni+h = η′ が示される。以上の議論から r′ = θ′ + 1
η′ は (λn(α))

∞
n=1

の部分列 (λni+h(α))
∞
i=1 の極限となるので、(λn(α))

∞
n=1 の集積点である。h < 0の場合についても

同様の議論から従う（ただし θ と η の関係が逆になることに注意）。

任意の i ∈ Zに対して ai ∈ Z≥1 であるような両側無限列 (ai)
∞
i=−∞ 全体の集合を A とする。さ

らに、a ∈ A に対して
S(a) := sup

h∈Z
ℓh(a)

と定める。ただし上限が存在しない場合は S(a) = ∞であるとする。このときこれまでの考察から
次の定理が成り立つ。

定理 3.2.5. S := {S(a) | a ∈ A }とすると、L ⊂ S である。

証明. ∞ ∈ L に対しては、右側の部分商 ah が非有界となる両側無限列 a を取ればよい。実際、
αh = [ah; ah+1, . . . ]について αh > ah なので、

sup
h∈Z

ℓh(a) ≥ sup
h∈Z

αh = ∞

が成立する。したがって ∞ ∈ S がいえる。L(α) = r < ∞ ならば、(λn(α))
∞
n=1 の集積点

として r が取れるので、この r に付随するペア (θ, η) によって与えられる両側無限数列 b =

(. . . , b−2, b−1, b0, b1, b2, . . . )を考える。このとき ℓ0(b) = r であり、定理 3.2.4から任意の h ∈ Zに
対して ℓh(b)が (λn(α))

∞
n=1 の集積点である。定理 3.1.3から r は (λn(α))

∞
n=1 の集積点の上限なの

で、r = S(b) ∈ S であることがわかる。以上から示された。

この節の内容について、いくつか注意しておかなければならないことがあるのでこれを説明してこ
の節を終えることにする。まず、無理数 αの無限連分数展開から (λn(α))

∞
n=1 の集積点 rとそれに付

随するペア (θ, η)から与えられる両側無限数列を計算するのは、一般には困難である。また rに付随
するペア (θ, η)は、η（η と θを取る順番は逆にすることもでき、その場合は θ）の取り方にバリエー
ションがある場合があるので r に対して一意的とは限らず、集積点 r を与える両側無限数列は 1つ
ではないことがある。さらに、定理 3.2.4では 1つの集積点 rに対して両側無限数列を 1つ固定する
とそこから別の集積点 r′ を見つける方法が与えられているが、1つの両側無限列からこの方法で与え
られる (λn(α))

∞
n=1 の集積点が集積点全体をカバーすることまでは保証していない。「定理 3.2.5はそ

の保証ではないの？」と思うかもしれないが、そうではない。定理 3.2.5で主張しているのは、ラグ
ランジュ定数に収束する両側無限数列を取ると、その両側無限数列から得られる集積点の中での上限
になっているという、ある意味「当たり前」ともいえるような事実でしかない。したがって、r とそ
れに付随するペアから与えられる両側無限列 bを 1つ見つけられたとしても、S(b)が L(α)に一致
するとは限らない。以上の点から、この節の内容だけを用いて一般の無理数 αに対して L(α)を計算
することは不可能である。
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3.3 2次無理数のラグランジュ定数
前節の最後でさまざまな困難により一般の無理数に対するラグランジュ定数を両側無限列を使って
計算することが難しいことを説明したが、αの無限連分数展開が非常に綺麗な形を持つ場合はこれら
の困難をクリアして計算することができることが知られている。その綺麗な形とは、無限連分数展開
が純循環形である場合、すなわち αが簡約 2次無理数の場合である。また、この計算結果を使って
簡約でない 2 次無理数についてもラグランジュ定数が計算できる。この節ではこれについて説明し
よう。
まず、2次無理数の議論をすべて簡約な 2次無理数に押し付けられることを見ていく。ただし次の
命題は 2次無理数に限らず任意の無理数について成立する。

命題 3.3.1. αと β を GL(2,Z)同値な無理数とする。このとき、L(α) = L(β)が成り立つ。

証明. α と β の無限連分数展開を α = [a0; a1, . . . ], β = [b0; b1, . . . ] とする。定理 2.4.6 から、
ある n,m ∈ Z≥0 が存在して、任意の h ∈ Z≥0 に対して an+h = bm+h である。共通の尾を
γ = [c0; c1, c2, . . . ]と書くと、αと β は有限個の初項を除いて同じ連分数展開をもつ。
j ≥ 1に対して

ρj := [cj ; cj+1, . . . ] + [0; cj−1, . . . , c0, an−1, . . . , a1],

σj := [cj ; cj+1, . . . ] + [0; cj−1, . . . , c0, bm−1, . . . , b1]

とおく。ただし n = 0またはm = 0の場合には、対応する有限列 an−1, . . . , a1 または bm−1, . . . , b1

を空列として読む。このとき

L(α) = lim sup
j→∞

ρj , L(β) = lim sup
j→∞

σj

である。
ここで、ρj と σj の第 1項は等しいので、差は第 2項だけから生じる。補題 3.1.7より、j ≥ 2に
対して

|ρj − σj | ≤
1

j(j − 1)

が成り立つ。したがって |ρj − σj | → 0である。任意の 2つの実数列 xj , yj が |xj − yj | → 0を満た
すとき lim supxj = lim sup yj であるから、L(α) = L(β)が従う。

系 3.3.2. 2次無理数 αに対して、その連分数展開が α = [a0; a1, . . . , ak, c1, . . . , cn]であるとする。
このとき、簡約 2次無理数 γ1, . . . , γn を

γ1 := [c1, c2, . . . , cn], γ2 := [c2, c3, . . . , cn, c1], . . . , γn := [cn, c1, . . . , cn−1]

と定めると、L(α) = L(γ1) = L(γ2) = · · · = L(γn)となる。

証明. 定理 2.4.6と命題 3.3.1からしたがう。

以上の議論から、2次無理数のラグランジュ定数を調べるためにはそれと同値な簡約 2次無理数を
調べれば良いことがわかる。この節の主定理は次の定理である。
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定理 3.3.3. k ≥ 1 とし、b0, . . . , bk−1 ∈ Z≥1 とする。簡約 2 次無理数 α が無限連分数展開
α = [b0, b1, . . . , bk−1]をもつとする。このとき、両側無限数列 bを循環節 b0, b1, . . . , bk−1 を左右両
方向に繰り返し無限に伸ばした

b = (. . . , b0, b1, . . . , bk−1, b0, b1, . . . , bk−1, b0, b1, . . . , bk−1, . . . )

で与えたとき、
L(α) = S(b)

が成立する。

証明. α = [a0; a1, . . . ] とする。(an)
∞
n=0 が有界なので L(α) < ∞ であることに注意せよ。αi+1 =

[ai+1; ai+2, . . . ], βi = [ai; ai−1, . . . ]とする。(λn(α))
∞
n=1 の集積点を考えるために、まず (αn+1)

∞
n=1

の集積点となるものを考える。数列 (αn+1)
∞
n=1 は無限連分数展開の純循環性により αn+1 = αi

（i ≡ n + 1 (mod k)）を満たす周期列なので、(αn+1)
∞
n=1 の集積点はこの k 個ですべてである。こ

れらの点について、集積点であるという意味を強調するときは θi := αi（ただし 0 ≤ i ≤ k − 1）と
書くことにする。
一方、αn+1 = αi であるときの βn は

βn = [bi−1; bi−2, . . . , b1, b0, bk−1, . . . , b1, b0, bk−1, . . . , b1]

という、bi−1, bi−2, . . . , bi が循環的に有限回並び、最後は実際の添字 1に対応する成分で終わる有限
正則連分数である。このような状況になるのは、ある m ∈ Z≥0 が存在して n + 1 = mk + iとなる
ときであり、さらにこのとき βn の無限連分数展開において循環節はm回現れる。以上のことから、
極限が αi になるような (αn+1)

∞
n=1 の部分列 (αnj+1)

∞
j=1 をとったとき、対応する (βn)

∞
n=0 の部分列

(βnj
)∞j=1 は十分大きな j より先の βnj

達について (βmk+i−1)
∞
m=0 の部分列を成しており、

lim
m→∞

βmk+i−1 = [bi−1, bi−2, . . . , b1, b0, bk−1, . . . , bi]

なので、とくに (βnj )
∞
j=1 の取りうる集積点は [bi−1, bi−2, . . . , b1, b0, bk−1, . . . , bi]のみである。この

集積点を ηi と書くことにする。以上の議論から、(λn(α))
∞
n=1 の集積点は{

ri := θi +
1

ηi

∣∣∣∣ 0 ≤ i ≤ k − 1

}
ですべてである。各 iに対して ri = ℓi(b) であり、L(α)の値はこの ri の上限（ただし今回は集積点
全体の集合が有限集合なので最大値でもある）であるから L(α) = S(b)であることがわかる。

ここまでの議論を用いることで、次の系が与えられる。

系 3.3.4. 2次無理数 αが無限連分数展開 α = [a0; a1, . . . , an, b0, b1, . . . , bk−1]をもつとする。この
とき、両側無限数列 bを循環節 b0, b1, . . . , bk−1 を左右両方向に繰り返し無限に伸ばした

b = (. . . , b0, b1, . . . , bk−1, b0, b1, . . . , bk−1, b0, b1, . . . , bk−1, . . . )

で与えたとき、
L(α) = S(b)

が成立する。
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上記の系において S(b)を計算する際の上限値（最大値）の候補は有限個なので、頑張れば手計算
でも L(α)を求められるであろう。この章の最後に、αのラグランジュ定数を αの連分数展開に付随
する連分数行列を用いた形で与えることにする。これを使えば、L(α)の計算はさらに楽になる。こ
こでは有限数列 (a0, . . . , ak)に対して

F(a0,a1,...,ak) :=

[
a0 1
1 0

] [
a1 1
1 0

]
· · ·
[
ak 1
1 0

]
という記号を導入することにする。

定理 3.3.5. αを 2次無理数とし、その無限連分数展開の空でない循環節が (b0, . . . , bk−1)で与えられ
るとする（したがって k ≥ 1）。任意の 0 ≤ i ≤ k−1に対して Si := (bi, bi+1, . . . , bk−1, b0, . . . , bi−1)

とする。このとき、

L(α) = max

{√
(tr(FSi

))2 − (−1)k · 4
(FSi)21

∣∣∣∣∣ 0 ≤ i ≤ k − 1

}
となる。ただし、(FSi

)21 は FSi
の (2, 1)成分を意味する。

証明. 添字は k を法として読むものとする。θi = [bi, bi+1, . . . , bk−1, b0, . . . , bi−1], ηi =

[bi−1, bi−2, . . . , b0, bk−1, . . . , bi]とおく。系 3.3.4より、

θi +
1

ηi
=

√
(tr(FSi

))2 − (−1)k · 4
(FSi

)21

を示せば十分である。θi = [bi; bi+1, . . . , bi−1, θi] であるから、命題 2.4.5 より θi = FSi
θi が成立

する。
FSi =

[
pk−1 pk−2

qk−1 qk−2

]
とおくと、作用の定義から

θi =
θipk−1 + pk−2

θiqk−1 + qk−2

これを解くことで

θi =
pk−1 − qk−2 +

√
(pk−1 − qk−2)2 + 4pk−2qk−1

2qk−1

=
pk−1 − qk−2 +

√
(pk−1 + qk−2)2 − 4(pk−1qk−2 − pk−2qk−1)

2qk−1

=
pk−1 − qk−2 +

√
(tr(FSi))

2 − (−1)k · 4
2(FSi

)21

が成り立つ（θi は 2 次共役 θ′i より大きいので根号の前の符号は + であることに注意せよ）。一方、
命題 2.5.10より ηi = − 1

θ′
i
である。したがって、

1

ηi
= −pk−1 − qk−2 −

√
(tr(FSi

))2 − (−1)kcdot4

2(FSi
)21

であるから、
θi +

1

ηi
=

√
(tr(FSi

))2 − (−1)k · 4
(FSi)21

を得る。
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定理 3.3.5の証明中で得られる θi +
1
ηi
の形を見ると、この分数の分子は FSi のトレースの値に依

存していることがわかるが、実はこの値はすべての iに対して同じ値となる。なぜならば

FSi+1
=

[
bi 1
1 0

]−1

FSi

[
bi 1
1 0

]
（ただし Sk := S0 とする）とかけ、行列の一般論として tr(AB) = tr(BA)が成り立つので

tr(FSi+1
) = tr

([
bi 1
1 0

]−1

FSi

[
bi 1
1 0

])
= tr

(
FSi

[
bi 1
1 0

] [
bi 1
1 0

]−1
)

= tr(FSi
)

となるからである。つまり L(α)の値の候補について計算するとき、その分子の計算は 1回するだけ
でよい。また、L(α)の値を決めるのに重要なのは (FSi)21 の値である。これを命題の形で述べてお
くことにしよう。

命題 3.3.6. 定理 3.3.5の状況において、

min
0≤i≤k−1

{(FSi)21} = (FSj )21

を満たす j ∈ {0, . . . , k − 1}に対して

L(α) =

√
(tr(FSj

))2 − (−1)k · 4

(FSj
)21

である。

以上を踏まえて、具体的な 2次無理数についてラグランジュ定数を計算してみよう。

例 3.3.7. α = 1 +
√
3のラグランジュ定数を計算する。まず αの無限連分数展開を求める。

α− 2 =
√
3− 1 =

2√
3 + 1

,

だから
1

α− 2
=

√
3 + 1

2
= 1 +

√
3− 1

2
= 1 +

1

α
.

したがって
α = 2 +

1

1 + 1
α

が成り立つ。したがって α = [2, 1] であり、循環節は (2, 1)、周期の長さは k = 2である。定理 3.3.5

を用いて L(α)を計算しよう。循環節のローテーションは

S0 = (2, 1), S1 = (1, 2)

の 2通りである。それぞれについて連分数行列を計算すると

F(2,1) =

[
2 1
1 0

] [
1 1
1 0

]
=

[
3 2
1 1

]
, F(1,2) =

[
1 1
1 0

] [
2 1
1 0

]
=

[
3 1
2 1

]
.

いずれの場合も tr(FSi
) = 4 である。一方、(F(2,1))21 = 1, (F(1,2))21 = 2である。ここで k = 2で

あるから (−1)k = 1となり、定理 3.3.5より

L(α) = max
i=0,1

{√
(tr(FSi

))2 − 4

(FSi)21

}
= max

{√
12

1
,

√
12

2

}
= 2

√
3.
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以上より L(1 +
√
3) = 2

√
3 が成り立つ。

これらの議論から、2次無理数のラグランジュスペクトラムに関しては (FSj
)21 が最小になるよう

な循環節の切り出し方さえわかってしまえば計算できることがわかったが、(FSj
)21 が最小になる循

環節の切り方の特定方法については、現状では候補をすべて計算して比較するという一番素直な方法
しか与えられていない。ただし、特定のクラスの 2次無理数については候補を計算しなくても済む方
法が与えられており、このクラスについては第 II部でより深く議論することになる。
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第 4章

マルコフスペクトラム

本章ではマルコフスペクトラムを取り上げる。マルコフスペクトラムは不定 2 次形式の最小値問
題から現れる集合であり、一見すると前章のラグランジュスペクトラムとはかなり異なる対象のよう
に見える。しかし、連分数と両側無限数列を用いて記述し直すことで、両者は実は非常に似た構造を
持っていることがわかる。
ここでは、まず 2変数 2次形式に付随するマルコフ定数を定義し、具体例を通してその意味を確認
する。次に、標準簡約 2次形式とユニモジュラー群の作用を用いて 2次形式の中でマルコフ定数を計
算しやすい代表元を与える。そのうえで、前章のラグランジュ定数と同様に、マルコフ定数を両側無
限数列によって表すことで、両スペクトラムを共通の枠組みの中で比較できるようにする。最後に、
有理数係数 2次形式のマルコフ定数が、それに対応する 2次無理数のラグランジュ定数と一致するこ
とを示す。これにより、2次無理数のラグランジュ定数・有理数係数 2次形式のマルコフ数・循環両
側無限列の切断に関する和の上限という 3つの対象が同じ値を与えることが明らかになる。
この章の内容は [Reu19, LMMR20]を参考にしている。

4.1 定義と最初の具体例
まずはマルコフスペクトラムと呼ばれる集合を導入する。

定義 4.1.1. 2 変数実 2 次形式 Q をとる。ここで、Q は不定値であることを仮定する。すなわち、
Q(x, y) = ax2+ bxy+ cy2 に対してD(Q) := b2− 4ac > 0であるとする。ただし、Q(x, y)が (0, 0)

以外の全ての格子点 (x, y) ∈ Z2 で Q(x, y) 6= 0であることを仮定する。このとき

M(Q) :=

√
D(Q)

inf(x,y)∈Z2\{(0,0)} |Q(x, y)|

を、Qに付随するマルコフ定数と呼ぶ。ただし、分母の下限が 0の場合はM(Q) = ∞と定める。マ
ルコフ定数全体の集合

M :=

{
M(Q)

∣∣∣∣∣ Q(x, y) = ax2 + bxy + cy2, a, b, c ∈ R, D = b2 − 4ac > 0,

(0, 0)以外の全ての格子点 (x, y) ∈ Z2 で Q(x, y) 6= 0

}
をマルコフスペクトラムと呼ぶ。

以下、考える 2 次形式は全て 2 変数実 2 次形式なのでこれを単に 2 次形式と呼ぶことにする。2

次形式 Q を Q(x, y) = ax2 + bxy + cy2 としたときのM(Q) が well-defined（ここではM(Q) が
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(0, 0)以外の格子点を根に持たないこと）*1 であるための必要十分条件をもう少し掘り下げよう。次
の命題を考える。

命題 4.1.2. Q(x, y) = ax2 + bxy + cy2 において a, b, c ∈ Rかつ D > 0であり、また a 6= 0とす
る。このとき、(0, 0)以外の格子点 (α, β) ∈ Z2 で Q(α, β) = 0 となるものが存在しないことと、多
項式 Q(x, 1)が 2つの相異なる無理数根をもつことは同値である。

証明. D(Q) > 0 から Q(x, 1) は重根を持たないことに注意せよ。(0, 0) でない格子点 (α, β) が
Q(α, β) = 0を満たすと仮定する。β = 0とすると aα2 = 0となるが、a 6= 0かつ α 6= 0に反する。
したがって β 6= 0である。Q(α, β) = 0を β2 で割ると

a

(
α

β

)2

+ b

(
α

β

)
+ c = 0

を得る。よって x = α
β ∈ Qは Q(x, 1) = 0の解である。したがって、Q(x, 1)の根の少なくとも 1つ

は無理数ではない。逆に 2 つの解のどちらかが無理数でないとき、Q(x, 1) = 0 が有理数解 x = α
β

（既約分数）をもつ。このとき、両辺を β2 倍することで Q(α, β) = 0を得る。

また、次の命題も成り立つ。

命題 4.1.3. M(Q)が well-definedならば a 6= 0かつ c 6= 0である。

証明. a = 0であるとすると例えば Q(1, 0) = 0であるからM(Q)は定義されない。一方で c = 0で
あるとすると例えば Q(0, 1) = 0であるからやはりM(Q)は定義されない。よってM(Q)が定義さ
れるためには a 6= 0かつ c 6= 0でなければならない。以上から示された。

上記 2つの命題から次の系を得る。

系 4.1.4. M(Q)が well-definedであることと Q = ax2 + bxy + cy2 について Q(x, 1)が無理数根
を 2つ持つことは同値である。

証明. M(Q)が well-definedであるとすると命題 4.1.3から a 6= 0であり、また Q(x, y)は (0, 0)で
ない格子点を根に持たないので命題 4.1.2から Q(x, 1)が無理数根を 2つ持つ。逆に Q(x, 1)が無理
数根を 2つ持つときは a 6= 0なので命題 4.1.2から Q(x, y)は (0, 0)でない格子点を根に持たないの
でM(Q)が well-definedであることがわかる。

例 4.1.5. こちらに関してもラグランジュスペクトラム同様に具体例を見ていこう。

(1) Q(x, y) = x2 − xy − y2 とする。このとき D(Q) = 5 であり、また Q(x, 1) の根は 1±
√
5

2

であるから (0, 0) でない任意の格子点で Q(x, y) 6= 0 である。また Q(x, y) は整数係数で
あるから、格子点 (α, β) に対して |Q(α, β)| ∈ Z≥1 である。いま Q(1, 0) = 1 となるので、
inf(x,y)∈Z2\{(0,0)} |Q(x, y)| = 1である。以上から、M(Q) =

√
5
1 =

√
5である。

(2) Q(x, y) = x2 − 2xy − y2 とする。このとき D(Q) = 8 であり、また Q(x, 1) の根は 1 ±
√
2

であるから (0, 0) でない任意の格子点で Q(x, y) 6= 0 である。また Q(x, y) は整数係数で

*1 本稿ではM(Q) = ∞ であることとM(Q) が well-defined でないことは違うものとして区別されていることに注意
せよ。
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あるから、格子点 (α, β) に対して |Q(α, β)| ∈ Z≥1 である。いま Q(1, 0) = 1 となるので、
inf(x,y)∈Z2\{(0,0)} |Q(x, y)| = 1である。以上から、M(Q) =

√
8
1 = 2

√
2である。

4.2 2次形式のユニモジュラー群軌道
この節では、2次形式のマルコフ定数を計算するための準備として、2次形式をユニモジュラー群
によって軌道分解することを考えていく。さらに、その各軌道において性質の良い代表元である標準
簡約 2次形式を取れることも見る。2.5節では 2次無理数に対して同じようなことをやっているが、
ここで扱う内容はその議論の二次無理数と二次形式の対応とみることもできる。
まず最初に、M(Q)が well-definedとなるような 2次形式全体の集合にユニモジュラー群による
作用を導入しよう。集合 Qを

Q :=

{
Q : R2 → R

∣∣∣∣∣ Q(x, y) = ax2 + bxy + cy2, a, b, c ∈ R, D(Q) = b2 − 4ac > 0,

(0, 0)以外の全ての格子点 (x, y) ∈ Z2 で Q(x, y) 6= 0

}

で与える。このとき系 4.1.4 から常に Q(x, 1) が無理数根を 2 つ持つことに注意せよ。A = [ p q
r s ] ∈

GL(2,Z)と 2次形式 Q(x, y) = ax2 + bxy + cy2 ∈ Qに対して、QAを

QA(x, y) := Q(px+ qy, rx+ sy) (4.2.1)

で定義する。このとき、次が成り立つ。

定理 4.2.1. A ∈ GL(2,Z) と Q ∈ Q に対して QA ∈ Q である。さらにこの変換は右作用
Q ↶ GL(2,Z)を与える。

証明. まず Q ∈ Qに対して QA ∈ Qであることを示す。

QA(x, y) = Q(px+qy, rx+sy) = (ap2+bpr+cr2)x2+(2apq+b(ps+qr)+2crs)xy+(aq2+bqs+cs2)y2

であるから

D(QA) = (2apq+ b(ps+ qr)+2crs)2−4(ap2+ bpr+ cr2)(aq2+ bqs+ cs2) = (b2−4ac)(ps− qr)2

が成り立つ。ここで ps− qr = ±1だから、結局D(QA) = D(Q)となり、特にD(QA) > 0である。
さらに、Aを R2 上の線形変換

A

[
x
y

]
=

[
p q
r s

] [
x
y

]
=

[
px+ qy
rx+ sy

]
としてみると、A ∈ GL(2,Z)より、これは Z2 \ {(0, 0)} → Z2 \ {(0, 0)}に制限できて、さらに全単
射であることがわかる。したがって、Qが (0, 0)以外のすべての格子点 (x, y) ∈ Z2 で Q(x, y) 6= 0

であることから QAもそうである。以上から QA ∈ Qであることが示された。QE2 = Qであるこ
と、(QB)A = Q(BA)であることは A,B が上記のように R2 上の線形変換としてみれることから従
う。

これを踏まえて、集合 Qにもユニモジュラー同値を導入しよう。
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定義 4.2.2. Q,R ∈ Qに対して、ある A ∈ GL(2,Z)が存在して R = QAとなるとき、Qと Rはユ
ニモジュラー同値（以下、単に同値）といい、Q ∼ Rで表す。また、この同値関係による同値類

OQ = {R | R ∼ Q}

を Qのユニモジュラー軌道（以下、単に軌道）という。

D(Q) = d であるような Q の元全体を Q(d) と書くことにしよう。ユニモジュラー群による作用
は D の値を変えないことが定理 4.2.1の証明中で示されていたので、特に次の系が成り立つ。

系 4.2.3. Q上のユニモジュラー群による作用 (4.2.1)は Q(d)上の右作用を定める。

さて、2.5節の系 2.5.6では、α が 2次無理数の場合についてこれとユニモジュラー同値な簡約 2

次無理数 β をとってくることができた。これと同じようなことを Qの元でも行うことができる。こ
れを見るために、まずは簡約 2次形式を導入する。

定義 4.2.4. 不定値 2次形式Q(x, y) = ax2 + bxy+ cy2 に対して、Q(x, 1)が相異なる 2つの根 α, β

をもち、
|α| > 1, |β| < 1, αβ < 0

を満たすならば、Qを簡約 2次形式と呼ぶ。さらに、上記の条件に加えて α > 1であるようなもの
を標準簡約 2次形式*2と呼ぶ。

2 次形式の簡約性を x と y の対称性が破綻しているように見える Q(x, 1) の根で決めることに違
和感を持つ人もいるかもしれないが、この条件は実は対称性を失っていない。実際、Q(x, 1)の根と
Q(1, y)の根は（根が 0でなければ）互いに逆数の関係にあるので、簡約性を Q(1, y)の根が同様の
条件を満たすとして定義しても、これは上記の定義と同値な定義になる。
Q(x, y) = ax2 + bxy + cy2 の係数 a, b, cを有理数に制限したとき、Q(x, 1)の根は、少なくとも 1

つが無理数であればもう片方も無理数であり、それらは互いに 2次共役な 2次無理数になる。このと
き、Q(x, y)が標準簡約 2次形式であれば α > 1かつ −1 < β < 0が成り立つので、αは簡約 2次無
理数である。逆に αを簡約 2次無理数とすると、αを解にもつような有理数係数 2次形式は常に標
準簡約 2次形式である。この観点から見ると、標準簡約 2次形式は簡約 2次無理数を一般の無理数
に拡張したような概念であるといえる。
さて、Qに属する標準簡約 2次形式全体の集合をRとかき、D = dであるようなもの全体をR(d)

とする。次の定理を示そう。

定理 4.2.5. Q ∈ Q(d)に対してある R ∈ R(d)が存在して Q ∼ Rである。したがって、Q(d)の各
軌道の代表元としてR(d)の元がとれる。とくに、Qの各軌道の代表元としてRの元がとれる。

この定理を証明するために、まず次の補題を示す。

補題 4.2.6. [ p q
r s ] ∈ GL(2,Z) とする。Q ∈ Q について、Q(x, 1) の根が α, β であるとき

Q[ p q
r s ]

−1
(x, 1)の根は pα+q

rα+s ,
pβ+q
rβ+s である。また、Q(1, y)の根が α, β であるとき Q[ p q

r s ]
−1

(1, y)の
根は sα+r

qα+p ,
sβ+r
qβ+p である。

*2 この単語は一般的ではなく、テキストによってはこれを単に簡約 2次形式と呼ぶことも多い。
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証明. 前半を示す。ここで根 α, β は無理数であり、p, q, r, sは整数であるから、rα+ sや rβ + sな
どの分母に現れる一次式は 0にならない。Q[ p q

r s ]
−1

(x, 1)を計算すると

Q

[
p q
r s

]−1

(x, 1) = Q

[
s −q
−r p

]
(x, 1) = Q(sx− q,−rx+ p)

=
1

(−rx+ p)2
Q

(
sx− q

−rx+ p
, 1

)
である。ただし、行列式が −1の場合に逆行列へ現れる全体の符号は、2次形式の値には影響しない。
ここで、Q(α, 1) = 0なので、α = sx−q

−rx+p ならば Q[ p q
r s ]

−1
(x, 1) = 0を満たす。α = sx−q

−rx+p を変形
すると x = pα+q

rα+s なので、これは Q[ p q
r s ]

−1
(x, 1) = 0の解である。後半も同様の議論から従う。

定理 4.2.5の証明. Q(x, 1)の根を α, β（ただし α > β とする）とすると、命題 4.1.2からこれらは
どちらも無理数である。まず Qと同値な 2次形式 Q′ で α > 0 > β となるようなものがとれること
を示す。根がすでに α > 0 > β を満たしている場合は Q = Q′ とする。次に 0 > α > β の場合は、
十分大きい整数 hをとり、Qを Q[ 1 h

0 1 ]
−1 に置き換える。補題 4.2.6より根は α+ h, β + hとなるの

で、どちらも正の場合に帰着される。
したがって、以下では α > β > 0 の場合を考えればよい。共通部分商を削る操作では根の大小
が反転する場合があるので、各段階で必要なら根の名前を入れ替え、再び大きい根を α、小さい根
を β と呼ぶことにする。それぞれの無限正則連分数展開を α = [a0; a1, . . . ], β = [b0; b1, . . . ] とす
る。ai 6= bi を満たす最小の i を m とおく。次の手順で Q と同値な 2 次形式 Q′ であって Q′(x, 1)

の根 α′, β′ が α′ > 0 > β′ であるようなものが取れる。まず m = 0 の場合、必要なら根の名前を
入れ替えることで a0 > b0 としてよいので α − a0 > 0 > β − a0 となる。α − a0, β − a0 が根と
なるような Q′(x, 1) は、補題 4.2.6 より Q′(x, 1) = Q

[
1 −a0
0 1

]−1
(x, 1) とすることで得られる。し

たがって、Q′ = Q
[
1 −a0
0 1

]−1 で目的の Q′ を得る。次に、m 6= 0 である場合を考える。このとき、
Q1(x, 1) := Q

[
0 1
1 −a0

]−1
(x, 1)とすると、Q1(x, 1)の根が α1 := [a1; a2, . . . ], β1 := [b1; b2, . . . ]とな

る。したがって、Qを同値な Q1 := Q
[
0 1
1 −a0

]−1 に置き換えることで、mの値を 1以上減らすこと
ができる。同様の置換操作をm = 0になるまで行えば、あとはm = 0の場合と同じ方法で Q′ を構
成することができる。
以上の議論から、必要に応じて Qを同値な Q′ に置き換えることで Qについて Q(x, 1)の根 α, β

が α > 0 > β であることを仮定してよい。|α| > 1かつ |β| < 1ならば R = Qとして目的の 2次形
式を得る。|α|, |β| > 1ならば、−1 < β + h < 0を満たす整数 hをとって R = Q[ 1 h

0 1 ]
−1 とすれば

目的の 2次形式が取れる。|α|, |β| < 1ならば Q̃ := Q[ 0 1
1 0 ]

−1 を取ると、Q̃(x, 1)の根は 1
α ,

1
β になる

ので上のケースに帰着できる。|α| < 1かつ |β| > 1ならば R = Q̃とすればよい。以上から示され
た。

補題 4.2.6は 2次形式のユニモジュラー群作用がその根のユニモジュラー群作用を与えていること
を意味しており、これを用いることで 2.5 節の内容の一部を再解釈することができる。例えば、系
2.5.6は Q(x, 1)が αを根に持つような Qに対して定理 4.2.5を適用することで直ちに証明すること
ができる（なお、2.5節で系 2.5.6を与える根拠になっている定理 2.5.5は 2次無理数のみが持つ強
い性質なので、この定理を一般の 2次形式について拡張することは不可能である）。この観点からも、
2次形式によるこれらの理論が 2次無理数で展開されていた理論のある種の一般化と呼べるものであ
ることがわかるであろう。
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4.3 マルコフ定数の両側無限列による表示
さてここからは、マルコフ定数をラグランジュ定数と同様に両側無限列をつかって計算する方法を
みていくことにしよう。次の系は定理 4.2.1の精密化であり、この定理から直ちに従う。

系 4.3.1. Q,R ∈ Qに対して Q ∼ RならばM(Q) = M(R)が成り立つ。

証明. マルコフ定数の定義は

M(Q) =

√
D(Q)

inf(x,y)∈Z2\{(0,0)} |Q(x, y)|

なので、D(Q) = D(R) かつ inf(x,y)∈Z2\{(0,0)} |Q(x, y)| = inf(x,y)∈Z2\{(0,0)} |R(x, y)| を示せば十
分。定理 4.2.1の証明から D(Q) = D(R)がわかっており、また A ∈ GL(2,Z)による R2 上の線形
変換は格子点を格子点に、その中でも原点を原点に送る全単射なので、

inf
(x,y)∈Z2\{(0,0)}

|R(x, y)| = inf
(x,y)∈Z2\{(0,0)}

|Q(px+ qy, rx+ sy)| = inf
(x,y)∈Z2\{(0,0)}

|Q(x, y)|

が成り立つ。以上から示された。

系 4.3.2. 次の等式が成り立つ。

M = {M(Q) | Q ∈ R}

証明. 定理 4.2.5と系 4.3.1から直ちに従う。

次の定理が本節の主定理である。

定理 4.3.3. Q ∈ Rとして、Q(x, 1)の 2つの無理数根を θ,− 1
η とする（ただし θ, η > 1とする）。

θ, η の連分数展開 θ = [a0; a1, . . . ], η = [a−1; a−2, . . . ]から両側無限数列

a = (. . . , a−2, a−1, a0, a1, a2, . . . )

を構成する。このとき、M(Q) = S(a) が成立する。

この節の残りでこの定理を示すが、その前にこの定理の意味するところについて考えてみよう。ラ
グランジュ定数の場合は 2 次無理数の場合でしか無限連分数展開から両側無限連分数を構成できな
かったが、マルコフ定数はもっと話が単純で、Q ∈ Rでさえあれば常に Q(x, 1)の無理数根の無限
連分数展開から両側無限連分数を構成できることがこの定理からわかる。これにより無理数 θ, η > 1

を自由に選んで Q = (x− θy)(x+ 1
ηy)とすることで任意の両側無限列 aに対応する Q ∈ Rが構成

できるので、次の系が成り立つ。

系 4.3.4. M = S が成り立つ。とくに定理 3.2.5から L ⊂ Mである。

以下、定理 4.3.3を示すための準備をしていく。δ ∈ Zに対して

Fδ :=

[
δ 1
1 0

]
とする。
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補題 4.3.5. Q ∈ R に対して、Q(x, 1) の根が θ,− 1
η（ただし θ, η > 1）であるとする。このとき

QF−1
δ と QFε は、それぞれ

δ = δ0 := bηc , ε = ε0 := bθc

のとき、またそのときに限り QF−1
δ , QFε ∈ Rとなる。

このような QF−1
δ0

,QFε0 を、それぞれ Qの左隣、右隣という。

証明. Q(x, y) = ax2 + bxy+ cy2 ∈ Rをとる。任意の γ ∈ Zに対して Fγ ∈ GL(2,Z)なので、QFγ

と QF−1
γ が Qに含まれていることは良い。したがって示すべきは QF−1

δ0
, QFε0 が標準簡約となり、

かつそれ以外の場合に標準簡約になり得ないことである。まずは QF−1
δ0
が標準簡約であることを示

そう。補題 4.2.6から QF−1
δ0

(x, 1)の根を α′, β′ とすると

α′ =
δ0θ + 1

θ
= δ0 +

1

θ
= bηc+ 1

θ
, β′ =

−δ0
1
η + 1

− 1
η

= δ0 − η = bηc − η

となる。ここで α′ > 1,−1 < β′ < 0となることは明らかである。以上から QF−1
δ0
が標準簡約である

ことがいえた。また、α′ > 1,−1 < β′ < 0を満たす δ が δ0 以外にないことは −1 < β′ < 0となる
ような δ が δ0 以外にないことから明らかである。以上から一意的であることが示された。
次に QFε0 の標準簡約性と一意性について示す。X =

[
0 −1
1 0

] として、2 次形式 QX を考える。
X−1 = −X であり、2次形式は 2 次斉次なので Q(−X−1) = QX−1 である。したがって QX(x, 1)

の根は補題 4.2.6より − 1
θ , η であり、標準簡約性を保つので QX ∈ Rである。このとき、直前の証

明から QX の左隣 QXF−1
ε0 が取れる。これにさらに Y =

[
0 1
−1 0

]を右から作用させることで標準簡
約な 2次形式 QXF−1

ε0 Y が取れる（Y の作用が標準簡約性を保つことはX の場合と同様にして示さ
れる）。ここで

XF−1
ε0 Y = −

[
ε0 1
1 0

]
= −Fε0

が成り立つ。2 次形式は行列全体を −1 倍しても同じ作用を受けるので、QFε0 は標準簡約である
ことが示された。一意性を示す。ε′0 ∈ Z に対して QFε′0

が標準簡約であると仮定する。このとき、
XF−1

ε′0
Y = −Fε′0

であり、全体の符号は 2次形式への作用に影響しないことから QXF−1
ε′0

Y が標準
簡約で、また Y 2 = −I であり、−I の作用は 2次形式を変えないので、QXF−1

ε′0
Y Y、すなわち符号

を除いてQXF−1
ε′0
が標準簡約である。これはQX の左隣なので、左隣の一意性から ε0 = ε′0 である。

以上から示された。

右隣と左隣の関係性について、一点確認しておかなければいけないことがある。それは、Qの左隣
の右隣が Qに戻ってくる（あるいは逆も然り）という、ある意味当然とも思えることである。右隣
を与えるために作用させる行列と左隣を与えるために作用させる行列は互いに逆行列の関係にあるん
だからそれはそうでしょうと言いたいところだが、左隣を与える δ と右隣を与える εは 2次形式ご
とに独立して定まるので、Qの δ と Qの左隣の εが一致することを確かめないといけないのである。

命題 4.3.6. Q0 ∈ Rとする。Q0 の右隣を Q1 とすると、Q1 の左隣は Q0 である。また Q0 の左隣
を Q−1 とすると、Q−1 の右隣は Q0 である。

証明. Q0(x, 1)の 2つの根を θ0,− 1
η0
（ただし θ0,η0 > 1）とする。さらに

θ0 = [a0; a1, . . . ], η0 = [a−1; a−2, . . . ]
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と無限連分数展開されるとする。i = ±1について Qi(x, 1)の 2つの根を θi,− 1
ηi
（ただし θi,ηi > 1）

とする。このとき、
Q0 = Q0F

−1
δ0

Fε−1
, Q0 = Q0Fε0F

−1
δ1

を示す。ここで
δi := bηic , εi := bθic

とする。まず定義から δ0 = a−1,ε0 = a0 である。Q−1 = Q0F
−1
δ0
とすると、補題 4.3.5 より

δ0 = bη0cとなるので

θ−1 = bη0c+
1

θ0
= [a−1; a0, . . . ], − 1

η−1
= bη0c − η0 = −[0; a−2, a−3, . . . ]

が得られる。したがって ε−1 = a−1 = δ0 となり Q0 = Q0F
−1
δ0

Fε−1
が示された。次に Q1 = Q0Fε0

とすると補題 4.3.5より ε0 = bθ0cとなるので

θ1 =
1

θ0 − bθ0c
=

1

[0; a1, a2, . . . ]
= [a1; a2, . . . ], − 1

η1
=

1

− 1
η0

− bθ0c
= −[0; a0, a−1, . . . ]

が得られる。したがって η1 = [a0; a−1, . . . ]から δ1 = a0 = ε0 となり、Q1F
−1
δ1

= Q0Fε0F
−1
δ1

= Q0

が示された。

上記の定理から、次の定義が well-definedとなる。

定義 4.3.7. Q0 ∈ Rとする。2次形式の両側無限列

(. . . , Q−2, Q−1, Q0, Q1, Q2, . . . )

を Qi+1 が Qi の（一意的な）右隣、Qi−1 が Qi の左隣になるように帰納的に定める。これを Q0

の鎖とよぶ。

次は、Q0 の鎖に含まれる各 Qi の根を記述するための系である。

系 4.3.8. Q0 ∈ Rに対して Q0 の鎖 (. . . , Q−2, Q−1, Q0, Q1, Q2, . . . )を考える。Q0(x, 1)の 2つの
根が θ0,− 1

η0
（ただし θ0, η0 > 1）で与えられ、θ0 = [a0; a1, . . . ], η0 = [a−1; a−2, . . . ]と無限連分数

展開されるとする。このとき、i ∈ Zに対して Qi(x, 1)の 2つの根を θi,− 1
ηi
（ただし θi, ηi > 1）と

すると、
θi = [ai; ai+1, . . . ], ηi = [ai−1; ai−2, . . . ]

が成り立つ。

証明. 命題 4.3.6の証明中で i = ±1のときの記述が与えられている。それ以外の場合は同じ方法で
帰納的に示される。

次の命題には連分数理論の中にマルコフ定数の定義式の形が現れるので、連分数理論との関連性と
証明の方向性がはっきりわかるようになるであろう。

命題 4.3.9. Q0 ∈ Rに対して (. . . , Q−2, Q−1, Q0, Q1, Q2, . . . )をQ0の鎖とし、(θi,− 1
ηi
)をQi(x, 1)

の根とする。ただし θi, ηi > 1とする。θ0 := [a0; a1, . . . ], η0 := [a−1; a−2, . . . ]とすると、

[ai; ai+1, . . . ] + [0; ai−1, ai−2, . . . ] = θi +
1

ηi
=

√
D(Q0)

|Qi(1, 0)|
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が成り立つ。

証明. 最初の等式は系 4.3.8から直ちに従う。後半の等式を示す。Qi(x, y) = ax2 + bxy + cy2 であ
るとする。θi,− 1

ηi
は Qi(x, 1) = ax2 + bx+ cの根であり、また θi > − 1

ηi
であるから a > 0ならば

θi =
−b+

√
D(Qi)

2a
, − 1

ηi
=

−b−
√
D(Qi)

2a

a < 0ならば
θi =

−b−
√

D(Qi)

2a
, − 1

ηi
=

−b+
√
D(Qi)

2a

である。したがって a > 0のときは

θi +
1

ηi
=

√
D(Qi)

a
=

√
D(Qi)

|a|

が成り立ち、a < 0のときも

θi +
1

ηi
= −

√
D(Qi)

a
=

√
D(Qi)

|a|

が成り立つ。最後に a = Qi(1, 0)であり、またQ0とQiが同値であることから
√

D(Qi) =
√

D(Q0)

となり主張が従う。

次の命題が定理 4.3.3の証明のための最後の準備だが、この証明が非常に技巧的である。

命題 4.3.10. Q0 ∈ Rに対して、(. . . , Q−2, Q−1, Q0, Q1, Q2, . . . )を Q0 の鎖とする。このとき、

inf
h∈Z

|Qh(1, 0)| = inf
(x,y)∈Z2\{(0,0)}

|Q0(x, y)| (4.3.1)

が成り立つ。

証明. すべての h ∈ Zに対して Qi と Q0 は同値なので、

inf
(x,y)∈Z2\{(0,0)}

|Qh(x, y)| = inf
(x,y)∈Z2\{(0,0)}

|Q0(x, y)|

が成り立つ。下限の定義から

|Qh(1, 0)| ≥ inf
(x,y)∈Z2\{(0,0)}

|Qh(x, y)|

なので、
inf
h∈Z

|Qh(1, 0)| ≥ inf
(x,y)∈Z2\{(0,0)}

|Q0(x, y)|

が成り立つことはよい。したがって、あとは

inf
h∈Z

|Qh(1, 0)| ≤ inf
(x,y)∈Z2\{(0,0)}

|Q0(x, y)| (4.3.2)

をいえば十分。
まず、Q0(x, 1)の 2つの無理数根 θ0,− 1

η0
から定まる両側無限数列 (. . . , a−2, a−1, a0, a1, a2, . . . )

が任意の i ∈ Zに対して ai = 1であるような場合を考える。このとき、例 3.1.5(1)から θ0 = η0 =
1+

√
5

2 である。Q(x, 1)が (θ,− 1
η )を根に持つ 2次形式は

Q(x, y) = a(x− θy)

(
x+

1

η
y

)
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の形をしたものですべてであり、Qを a−1Qに置き換えると両辺の下限がともに |a|−1 倍され、等式
の真偽は変わらないので、a = 1として

Q0(x, y) = x2 − xy − y2

としてよい。ここで、例 4.1.5(1)から

inf
h∈Z

|Qh(1, 0)| = |Q0(1, 0)| = 1 = inf
(x,y)∈Z2\{(0,0)}

|Q0(x, y)|

が成り立つので特に (4.3.2)が成立する。
次にある i ∈ Z に対して ai ≥ 2 である場合を考える。適切に Q0 のいくつか左隣もしくは右隣
をとって新しく Q0 と置き直すことで、a0 ≥ 2としてよい。このとき θ0 > 2である。示すべきは、
任意の (x, y) ∈ Z2 \ {(0, 0)}に対してある iが存在して |Q0(x, y)| ≥ |Qi(1, 0)| となることである。
|Q0(x, y)| ≥ |Q0(1, 0)|なら i = 0として終わりなので、|Q0(x, y)| < |Q0(1, 0)|を仮定する。この仮
定のもとでは y = 0はありえない。なぜなら

|Q0(x, 0)| = x2|Q0(1, 0)| ≥ |Q0(1, 0)|

が成り立つからである。x = 0のときを考える。Q0 は Q−1 の右隣だから、

|Q0(0, y)| = |Q−1Fε−1
(0, y)| =

∣∣∣∣Q−1

[
a−1 1
1 0

]
(0, y)

∣∣∣∣ = |Q−1(y, 0)| = y2 |Q−1(1, 0)| ≥ |Q−1(1, 0)|

であり、x = 0の場合は示された。以下、x 6= 0かつ y 6= 0とする。

Q0(x, y) = ay2
(
x

y
− θ0

)(
x

y
+

1

η0

)
(4.3.3)

とする。まず x
y > 0の場合を考える。Q(x, y) = Q(−x,−y)だから、x, y > 0としてよい。このと

き、実際は x
y ≥ 2であることを示す。x

y < 2を仮定すると θ0 > 2の設定から x
y < θ0 である。した

がって、

|Q0(x, y)| = |a|y2
∣∣∣∣xy − θ0

∣∣∣∣ ∣∣∣∣xy +
1

η0

∣∣∣∣ > |a|y2
(
2− x

y

) ∣∣∣∣xy
∣∣∣∣ = |a|(2y − x)x ≥ |a|

となるが、これは |Q0(x, y)| < |Q0(1, 0)| に矛盾する。よって x
y ≥ 2 である。ここで |Q0(x, y)| <

|Q0(1, 0)| = |a|の仮定と (4.3.3)を比較することで

2y2
∣∣∣∣xy − θ0

∣∣∣∣ < y2
∣∣∣∣xy − θ0

∣∣∣∣ (x

y
+

1

η0

)
< 1

が成り立つので、これを変形して ∣∣∣∣θ0 − x

y

∣∣∣∣ < 1

2y2

を得る。ここで x
y を既約化して p

q と書くと q ≤ y であり、上の不等式から
∣∣∣θ0 − p

q

∣∣∣ < 1
2y2 ≤ 1

2q2 で
ある。したがって定理 2.3.10から、p

q は θ0 の近似分数である。そこで p
q = [a0; a1, . . . , an] =: pn

qn
と

すると [
pn
qn

]
= Fa0

Fa1
· · ·Fan

[
1
0

]
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となる。したがって、両辺 Q0 を作用させることで

Q0(pn, qn) = Qn+1(1, 0)

を得る。ここで、pn

qn
は既約であるからある d ∈ Z≥1 を用いて (x, y) = (dpn, dqn) とかけ、した

がって
|Q0(x, y)| = d2|Q0(pn, qn)| ≥ |Q0(pn, qn)| = |Qn+1(1, 0)|

が成り立つ。以上から x
y > 0 の場合について示された。次に x

y < 0 とする。必要なら (x, y)

を (−x,−y) に取り替えることで、y > 0 としてよい。このとき
∣∣∣xy − θ0

∣∣∣ > 2 なので、再び
|Q0(x, y)| < |Q0(1, 0)| = |a|の仮定と (4.3.3)を比較することで

2y2
∣∣∣∣xy +

1

η0

∣∣∣∣ < y2
∣∣∣∣xy − θ0

∣∣∣∣ ∣∣∣∣xy +
1

η0

∣∣∣∣ < 1

が成り立つ。したがってこれを変形して ∣∣∣∣xy +
1

η0

∣∣∣∣ < 1

2y2

を得る。θ0 のときの議論と同様に、−x/y を既約化した分数を p′/q′ とすると q′ ≤ y であり、p′/q′

は 1
η0
の近似分数であるから、p′/q′ = [0; a−1, a−2, . . . , a−m]とする。右辺を p′

m

q′m
と置くことにする

と、このとき [
p′m ∗
q′m ∗

]
= F0Fa−1Fa−2 · · ·Fa−m

と表される。この第 1列を用いて、この行列を転置して逆行列をとることで

(−1)m+1

[
q′m ∗
−p′m ∗

]
= F−1

0 F−1
a−1

F−1
a−2

· · ·F−1
a−m

が成り立つ。ここで F−1
0 を移項して両辺 [ 10 ]に作用させることで

(−1)m+1

[
−p′m
q′m

]
= F−1

a−1
F−1
a−2

· · ·F−1
a−m

[
1
0

]
を得る。したがって両辺に Q0 を作用させることで

Q0((−1)mp′m, (−1)m+1q′m) = Q−m(1, 0)

が成り立つ。ここで一般に Q(a,−b) = Q(−a, b)が成り立つことを考えると、任意のm ∈ Z≥1 で

Q0(p
′
m,−q′m) = Q0(−p′m, q′m) = Q0((−1)mp′m, (−1)m+1q′m) = Q−m(1, 0)

である。ここで x
y = −p′

m

q′m
であり、p′m/q′m は既約分数である。したがって、ある d ∈ Z≥1 が存在し

て (x, y) = (−dp′m, dq′m)または (x, y) = (dp′m,−dq′m)である。いずれの場合も

|Q0(x, y)| = d2|Q0(−p′m, q′m)| ≥ |Q0(−p′m, q′m)| = |Q−m(1, 0)|

である。以上から示された。

いよいよ定理 4.3.3を示す。ここまで準備をたくさんしてきたので、証明は一瞬で終わる。
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定理 4.3.3の証明. 示すべきは Q = Q0 に対する

sup
h∈Z

([ah; ah+1, . . . ] + [0; ah−1, ah−2, . . . ]) =

√
D(Q)

inf(x,y)∈Z2\{(0,0)} |Q(x, y)|

なので、命題 4.3.9から √
D(Q0)

infh∈Z |Qh(1, 0)|
=

√
D(Q0)

inf(x,y)∈Z2\{(0,0)} |Q0(x, y)|

を拡張実数の等式として示せばよい。両辺の分母がともに 0である場合は、どちらも∞と読む。そ
れ以外の場合も含めて、これは命題 4.3.10からしたがう。

最後に LとMの包含関係について触れてこの節を終えることにする。系 4.3.4によると L ⊂ M
であることが示されているが、これは真の包含関係であることが [Fre68]をはじめ様々な文献により
証明されている。Lに含まれずMに含まれる具体的な値は現在も精力的に研究されており、例えば
[LMMR20]に詳しい研究状況が書かれている。

4.4 有理数係数 2次形式のマルコフ定数
この章の最後に、2次形式 Q(x, y) = ax2 + bxy + cy2 の係数 a, b, cが有理数の場合のM(Q)の値
について考察する。前節の議論からマルコフ定数は Qが標準簡約な場合について計算が可能である
ことがわかっている。まずは QをM(Q) = M(Q′)であって標準簡約であるような Q′ に取り替え
たい。定理 4.2.5によってその存在が保証されている（さらにその証明からそのような Q′ を得るた
めのアルゴリズムもわかる）が、係数 a, b, cが有理数の場合は 2次無理数の性質からもどのような 2

次形式 Q′ に取り替えれば良いかがわかる。有理数係数の 2次形式全体の集合を

QQ := {Q(x, y) = ax2 + bxy + cy2 ∈ Q | a, b, c ∈ Q}

とする。

命題 4.4.1. Q(x, y) = ax2 + bxy + cy2 ∈ QQ とする。このとき Q(x, 1)は 2つの 2次無理数根を
もつのでその一つを αとする。αの無限連分数展開が

α = [a0; a1, . . . , an, b0, . . . , bk−1]

であるとき、
β := [b0, b1, . . . , bk−1]

とおき、β′ を β の 2次共役とする。このとき

Q′(x, y) := (x− βy)(x− β′y)

と定めると、
M(Q) = M(Q′)

であり、さらに Q′ は標準簡約である。
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証明. α と β は定理 2.5.5 から同値なので、ある A ∈ GL(2,Z) が存在して β = Aα とかける。こ
のとき、2次形式 QA−1 を考えると補題 4.2.6より β を根にもつ。また QA−1(x, y)は有理数係数 2

次形式なので、QA−1(x, 1)の根は β, β′ である。したがって QA−1(x, y)はある a′ ∈ Q \ {0}をつ
かって

QA−1(x, y) = a′(x− βy)(x− β′y)

となる。β の簡約性から β > 1,−1 < β′ < 0だから QA−1 は標準簡約 2次形式であり、系 4.3.1か
らM(Q) = M(QA−1)が成り立つ。 また Q′ = 1

a′QA−1 であり、2次形式の標準簡約性は定数倍で
保たれ、またM(Q′) = M(QA−1)であるから、Q′ は標準簡約 2次形式でありM(Q′) = M(Q)で
ある。

命題 4.4.1では Q(x, 1)または Q(1, y)の 2つあるうちの 1つの根からM(Q)の値が決まっている
ので、一瞬「マルコフ定数は 2つの無理数根の情報から決まるものではないのか？」と思うかもしれ
ないが、今回のケースでは 2次形式は係数が有理数なので、αが Q(x, 1)の無理数根であるときは 2

次共役 α′ がもう片方の根である。したがって、この状況下では実質的に 1つの無理数からマルコフ
定数が決まるのである。そしてこのケースでは、ラグランジュ定数とマルコフ定数の間に綺麗な対応
関係が存在する。

定理 4.4.2. Q ∈ QQとし、Q(x, 1) = 0の一方の根を 2次無理数 αとする。このときM(Q) = L(α)
が成り立つ。

証明. α の無限連分数展開が α = [a0; a1, . . . , an, b0, . . . , bk−1] であるとき、β := [b0, b1, . . . , bk−1]

として Q′(x, y) = (x − βy)(x − β′y)とすると、命題 4.4.1と定理 4.3.3から循環節を左右両方向に
繰り返し無限に伸ばした無限列

b = (. . . , b0, b1, . . . , bk−1, b0, b1, . . . , bk−1, b0, b1, . . . , bk−1, . . . )

に対して
M(Q) = M(Q′) = S(b)

が成立する。一方で命題 3.3.1と定理 3.3.3から

L(α) = L(β) = S(b)

である。したがってM(Q) = L(α)が成り立つ。

これを踏まえて例 3.3.7とパラレルな 2次形式についてのマルコフ定数を計算してみよう。

例 4.4.3. 有理数係数 2次形式 Q(x, y) = x2 − 2xy − 2y2 のマルコフ定数M(Q)を計算する。まず
Q(x, 1) = x2 − 2x − 2 の根を求めると x = 1 ±

√
3である。よって Q(x, 1)の 2次無理数根の一つ

として α = 1+
√
3が取れる。例 3.3.7で計算した通り、α = [2, 1] であり循環節は (2, 1)、周期の長

さは k = 2である。この循環節から定まる純周期連分数 β = [2, 1]を考えると、この場合 β = αで
あり、その 2次共役は β′ = 1−

√
3である。ここで β > 1かつ −1 < β′ < 0が成り立つので、Qは

標準簡約 2次形式である。命題 4.4.1と定理 4.3.3より、循環節 (2, 1)を左右に無限に繰り返した無
限列 b = (. . . , 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, . . . ) に対してM(Q) = S(b) が成り立つ。一方、前の例で示した
ように L(1 +

√
3) = 2

√
3であり、定理 4.4.2よりM(Q) = L(α)なのでM(Q) = 2

√
3 を得る。
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実は例 3.1.5と例 4.1.5も定理 4.4.2で対応する例になっている。確認してみよう。
最後に、ここまでの議論で得られるマルコフスペクトラムとラグランジュスペクトラムの関係性を
述べてこの章を締めることにしよう。系 4.3.4から一般には L ⊂ Mであり逆の包含が成り立たない
ことが知られているが、この 2つの集合の適切な制限は全く同じ集合になる。

系 4.4.4. L2, MQ, Speriod を

L2 := {L(α) | α ∈ I2}, MQ := {M(Q) | Q ∈ QQ}, Speriod := {S(b) | bは循環両側無限列 }

とすると、L2 = MQ = Speriod である。

証明. 系 3.3.4と定理 4.4.2からしたがう。

次の章からは、L2 やMQ の値の中で特別な記述方法を持つ値について扱う。
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第 5章

一般化マルコフ方程式と
一般化マルコフ数

この章では、第 II 部の出発点として一般化マルコフ方程式と一般化マルコフ数を導入する。第 4

章までに見たラグランジュスペクトラムとマルコフスペクトラムの理論に対し、本章ではその離散的
部分を記述する新たな数論的対象を用意することが目的である。まず一般化マルコフ方程式の定義と
基本性質を述べ、ついで一般化マルコフ木を構成して解の全体像を整理する。さらにファレイ木との
対応を通じて分数ラベルを導入し、最後に特性数を定義して、後に一般化コーン行列や一般化離散マ
ルコフスペクトラムを記述するための準備を行う。
この節の内容は筆者と共同研究者たちの論文 [GM23b, GM23a, GMS24, BG25] に基づいている
が、[GM23a, GMS24]は k1 = k2 = k3 のケースに対してのみ証明を与えているので、これを一般の
形に書き改めた。また [BG25]はより一般的な団代数理論の枠組みで議論を展開しているが、これを
整数論の枠組みを出ないように適切に特殊化して議論を行っている。

5.1 定義と基本性質
定義 5.1.1. k1, k2, k3 ∈ Z≥0 に対して、(k1, k2, k3)一般化マルコフ方程式を

x2 + y2 + z2 + k1yz + k2zx+ k3xy = (3 + k1 + k2 + k3)xyz (5.1.1)

で定める。さらにこの方程式の (x, y, z)に関する正の整数解の順列を (k1, k2, k3)一般化マルコフト
リプルと呼び、(k1, k2, k3)一般化マルコフトリプルに現れる正の整数を (k1, k2, k3)一般化マルコフ
数と呼ぶ。k1 = k2 = k3 = 0のときは単にマルコフトリプル、マルコフ数と呼ぶ。

これらの名称は長いので、これ以降「一般化マルコフ」は英語名である「Generalized Markov」の
頭文字をとって「GM」と表記することにする。1点注意すべきなのは、(k1, k2, k3)-GMトリプルは
(k1, k2, k3)-GM方程式の正整数解だけでなく、その順番違いも含むということである。k1 = k2 = k3

のときは (k1, k2, k3)-GM 方程式は 3 つの文字 x, y, z に関して対称な方程式なので (a, b, c) が正整
数解であればその順列もすべて正整数解なのでこの 2 つの概念に差はないが、そうでないときは
(a, b, c)が正整数解であってもその順列は正整数解ではないことがある。
まずは GM方程式の正整数解（GMトリプルではないので、3つの成分の順序は考慮されている

ことに注意）についての基本的な性質から紹介していくことにしよう。最初に紹介するのは、この方
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程式の正整数解を全列挙するアルゴリズムである。以下の手順により、正の整数の三つ組を頂点にも
つ木 T(k1, k2, k3)を定義する。

(1) 最初の頂点を (1, 1, 1)とする。
(2) 三つ組 (1, 1, 1)は、3つの子 (k1 + 2, 1, 1)、(1, k2 + 2, 1)、(1, 1, k3 + 2) をもつ。
(3) (k1 + 2, 1, 1)、(1, k2 + 2, 1)、(1, 1, k3 + 2)以降の世代規則を次のように定める：

(i) (a, b, c)において aが最大の成分であるとき、(a, b, c)は次の 2つの子をもつ：(
a,

a2 + k2ac+ c2

b
, c

)
,

(
a, b,

a2 + k3ab+ b2

c

)
.

(ii) (a, b, c)において bが最大の成分であるとき、(a, b, c)は次の 2つの子をもつ：(
b2 + k1bc+ c2

a
, b, c

)
,

(
a, b,

a2 + k3ab+ b2

c

)
.

(iii) (a, b, c)において cが最大の成分であるとき、(a, b, c)は次の 2つの子をもつ：(
b2 + k1bc+ c2

a
, b, c

)
,

(
a,

a2 + k2ac+ c2

b
, c

)
.

例 5.1.2. k1 = 1, k2 = 2, k3 = 0の場合、T(1, 2, 0)の最初のいくつかの項は次の通りである：

(1, 1, 1)

(3, 1, 1)

(1, 4, 1)

(1, 1, 2)

(3, 16, 1)

(3, 1, 10)

(21, 4, 1)

(1, 4, 17)

(7, 1, 2)

(1, 9, 2)

(91, 16, 1) · · ·

(3, 16, 265) · · ·

(37, 1, 10) · · ·

(3, 169, 10) · · ·

(21, 121, 1) · · ·

(21, 4, 457) · · ·

(373, 4, 17) · · ·

(1, 81, 17) · · ·

(7, 81, 2) · · ·

(7, 1, 25) · · ·

(103, 9, 2) · · ·

(1, 9, 41) · · ·

このとき次が成り立つ。
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定理 5.1.3. (k1, k2, k3)-GM 方程式の任意の正整数解は、T(k1, k2, k3) の中にちょうど一度ずつ現
れる。

この定理を証明するために準備をしていこう。以下の命題から議論を始める。

命題 5.1.4. (x, y, z) = (a, b, c)が (5.1.1)の正の整数解であるとする。このとき(
b2 + k1bc+ c2

a
, b, c

)
,

(
a,

a2 + k2ac+ c2

b
, c

)
,

(
a, b,

a2 + k3ab+ b2

c

)
もまた (5.1.1)の正の整数解である。

証明.

(
b2 + k1bc+ c2

a
, b, c

)
の場合のみを示せば十分である。正であることは明らかなので、これ

が (5.1.1)の整数解であることを示す。(a, b, c)が (5.1.1)の解であることから、

b2 + k1bc+ c2

a
= (3 + k1 + k2 + k3)bc− a− k3b− k2c

が成り立つ。したがって、
(
b2 + k1bc+ c2

a
, b, c

)
は整数の三つ組である。以下の計算を見やすくす

るため、
A := (3 + k1 + k2 + k3)bc− a− k3b− k2c

とおく。(A, b, c)が (5.1.1)の解であることを示す。
aと Aの和と積はそれぞれ

a+A = (3 + k1 + k2 + k3)bc− k3b− k2c,

a ·A = b2 + k1bc+ c2

である。解と係数の関係から aと Aは次の二次方程式の解である。

X2 − {(3 + k1 + k2 + k3)bc− k3b− k2c}X + b2 + k1bc+ c2 = 0

ここで X = Aを代入して整理すると、

A2 + b2 + c2 + k3Ab+ k1bc+ k2cA = (3 + k1 + k2 + k3)Abc

を得る。これは (x, y, z) = (A, b, c)を (5.1.1)に代入した式である。

さて、対応

(a, b, c) 7→
(
b2 + k1bc+ c2

a
, b, c

)
,

(a, b, c) 7→
(
a,

a2 + k2ac+ c2

b
, c

)
,

(a, b, c) 7→
(
a, b,

a2 + k3ab+ b2

c

)
をそれぞれ第 1, 2, 3ヴィエタ跳躍と呼ぶことにする。これらのヴィエタ跳躍はいずれも対合（同じ操
作で元に戻ってくる）である。次に同じ数を 2つ以上含む解を決定する。
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補題 5.1.5. (5.1.1)の正の整数解のうち、同じ数を含むものは

(1, 1, 1), (k1 + 2, 1, 1), (1, k2 + 2, 1), (1, 1, k3 + 2)

に限られる。

証明. (a, b, c) を (5.1.1) の正の整数解で、同じ数を含むものとする。a = b の場合のみを示す。
(x, y, z) = (a, a, c)を (5.1.1)に代入すると、

(2 + k3)a
2 + c2 + (k1 + k2)ac = (3 + k1 + k2 + k3)a

2c

を得る。よって、

c =
a2k3 + a2k1 + a2k2 + 3a2 − ak1 − ak2 ± a

√
(ak3 + (a− 1)k1 + (a− 1)k2 + 3a)2 − 4(k3 + 2)

2

となる。
k := ak3 + (a− 1)k1 + (a− 1)k2 + 3a > 0

とおく。cが整数であるためには平方根の中身が平方数でなければならない。よって、ある正の整数
lが存在して l2 = k2 − 4(k3 + 2) が成り立つ。a ≥ 1より k ≥ k3 + 3であるから k + l > k3 + 2で
ある。(k + l)(k − l) = 4(k3 + 2)より、1 ≤ k − l ≤ 3 が成り立ち、

(k − l, k + l) = (1, 4(k3 + 2)), (2, 2(k3 + 2)),

(
3,

4(k3 + 2)

3

)
のいずれかである。k = (k+l)+(k−l)

2 が整数である必要があるため、前後の 2 つは不可能である。
(k − l, k + l) = (2, 2(k3 + 2)) のとき、k = k3 + 3, l = k3 + 1 となり、(a, a, c) = (1, 1, 1)または
(1, 1, k3 + 2) を得る。a = c、b = cの場合も同様に示される。

ここからは、4つの三つ組

(1, 1, 1), (k1 + 2, 1, 1), (1, k2 + 2, 1), (1, 1, k3 + 2)

を特異であると呼び、それ以外の (5.1.1)の正の整数解を非特異であると呼ぶことにする。

命題 5.1.6. (x, y, z) = (a, b, c)を (5.1.1)の非特異な正の整数解とし、a > b > cを仮定する。この
とき次が成り立つ。

(1)
a2 + k2ac+ c2

b
> a(> c), (2)

a2 + k3ab+ b2

c
> a(> b), (3) b >

b2 + k1bc+ c2

a
.

証明. (1) を示す。

a2 + k2ac+ c2

b
− a =

a2 + k2ac+ c2 − ab

b
>

a2 + k2ac+ c2 − a2

b
=

c2 + k2ac

b
> 0

より結論を得る。(2)も同様に示される。以下では (3)を示す。

f(x) := (x− a)

(
x− b2 + k1bc+ c2

a

)
= x2 −

(
(3 + k1 + k2 + k3)bc− k3b− k2c

)
x+ (b2 + c2 + k1bc)
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とおく。f(b) < 0を示せば十分である。すなわち、

f(b) = (2 + k3)b
2 − (3 + k1 + k2 + k3)b

2c+ (k1 + k2)bc+ c2 < 0

を示す。R2 上の関数

g(y, z) = (2 + k3)y
2 − (3 + k1 + k2 + k3)y

2z + (k1 + k2)yz + z2 (5.1.2)

を考えると、g(b, c) = f(b)である。y 方向の偏微分を計算すると、

∂g

∂y
= 2(2 + k3)y − 2(3 + k1 + k2 + k3)yz + (k1 + k2)z

である。y > z ≥ 1のもとでは、

∂g

∂y
(y, z) < 2(2 + k3)y − 2(3 + k1 + k2 + k3)yz + (k1 + k2)y

= −y
(
(6z − 4) + k3(2z − 2) + k1(2z − 1) + k2(2z − 1)

)
< −

(
(6z − 4) + k3(2z − 2) + k1(2z − 1) + k2(2z − 1)

)
< 0

が成り立つ。同様に z 方向の偏微分は
∂g

∂z
= −(3 + k1 + k2 + k3)y

2 + (k1 + k2)y + 2z

であり、y > z ≥ 1のもとで

∂g

∂z
(y, z) < −(3 + k1 + k2 + k3)y

2 + (k1 + k2)y + 2y

< −(3 + k1 + k2 + k3)y
2 + (k1 + k2)y

2 + 2y2

= −y2(1 + k3) < 0

となる。したがって、y > z ≥ 1 の領域において g(y, z) は y、z の両方向に単調減少である。いま
(1, 1) から (b, c) へ、まず z = 1 のまま y を 1 から b まで増加させ、次に y = b のまま z を 1 から
c まで増加させる経路を考える。この経路上で上の単調性を適用すると、g(1, 1) = 0 であるから、
g(b, c) = f(b) < 0 が従う。

命題 5.1.6では a > b > cを仮定したが、この仮定は本質的ではない。

系 5.1.7. (x, y, z) = (a, b, c)を (5.1.1)の非特異な正の整数解とする。(a′, b, c)（それぞれ (a, b′, c)、
(a, b, c′)）を第 1（それぞれ第 2、第 3）ヴィエタ跳躍とする。

(1) (a, b, c)において aが最大であるとき、(a′, b, c)では a′ は最大ではなく、(a, b′, c)では b′ が最
大であり、(a, b, c′)では c′ が最大である。

(2) (a, b, c)において bが最大であるとき、(a′, b, c)では a′ が最大であり、(a, b′, c)では b′ は最大
ではなく、(a, b, c′)では c′ が最大である。

(3) (a, b, c)において cが最大であるとき、(a′, b, c)では a′ が最大であり、(a, b′, c)では b′ が最大
であり、(a, b, c′)では c′ は最大ではない。
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証明. a > b > cの場合は命題 5.1.6で示されている。他の場合も、最大成分がどの変数であるかに
応じて同じ単調性計算を行うことで示される。ただし一般の (k1, k2, k3)では方程式が変数の置換に
関して対称ではないため、単に変数を入れ替えるのではなく、それぞれの位置に対応する係数を保っ
たまま計算する。すなわち最大成分が bまたは cである場合にも、対応する 2次式をその変数につい
て見て、もう一方の根が 0と最大成分の間に入ることを偏微分と判別式の計算から確認する。この確
認は上の a > b > cの場合と同じ形で行われるので、結論が従う。

注 5.1.8. 系 5.1.7 と T(k1, k2, k3)の世代規則から、T(k1, k2, k3)に属する非特異な三つ組 (a, b, c)

について次が成り立つことがわかる。

(i) (a, b, c)において aが最大であるとき、(a, b, c)の親は
(
b2 + k1bc+ c2

a
, b, c

)
である。

(ii) (a, b, c)において bが最大であるとき、(a, b, c)の親は
(
a,

a2 + k2ac+ c2

b
, c

)
である。

(iii) (a, b, c)において cが最大であるとき、(a, b, c)の親は
(
a, b,

a2 + k3ab+ b2

c

)
である。

さらに、T(k1, k2, k3) における任意の非特異な三つ組は、その子よりも小さい最大成分をもつ。
したがって、特異な三つ組は非特異な三つ組の子になることはない。よって、各特異な三つ組は
T(k1, k2, k3)にちょうど一度ずつ現れる。また、上記 (i)、(ii)、(iii) の事実は (1, 1, 1)を除く特異な
三つ組についても成り立つ。
以上より、T(k1, k2, k3)において、各頂点 (a, b, c)に隣接する 3つの頂点は、それぞれ (a, b, c)の

a, b,cのいずれか 1つを別の数に置き換えたものである。

さて、定理 5.1.3を示そう。

定理 5.1.3の証明. 命題 5.1.4 と (1, 1, 1) が (5.1.1) の正の整数解であることより、T(k1, k2, k3) の
すべての頂点は (5.1.1)の正の整数解である。木の頂点に属する三つ組以外に正整数解が存在しない
ことを示す。(x, y, z) = (a, b, c)を (5.1.1)の非特異な正の整数解とする。系 5.1.7より、(a, b, c)の
ヴィエタ跳躍のうち、最大成分が (a, b, c)より小さくなるものが必ず存在する（かつ一意である）。こ
の操作は解が非特異である限り繰り返すことができる。操作の途中で現れる解はすべて正の整数解で
あるから、有限回の操作の後に特異な解に到達する。補題 5.1.5より、非特異な解が特異な解に移る
とき、その特異な解は (k1 + 2, 1, 1)、(1, k2 + 2, 1)、(1, 1, k3 + 2) のいずれかである。注意 5.1.8よ
り、T(k1, k2, k3)に属する三つ組の任意のヴィエタ跳躍は再び T(k1, k2, k3)に属する。したがって、
上記の操作を逆に辿ることにより、(a, b, c)は T(k1, k2, k3)の頂点として現れる。
一意性を示す。木の最初の頂点に近づく方向のヴィエタ跳躍が第 1、第 2、第 3跳躍のどれである
かということは、(a, b, c)の値の大小関係のみから決定することができる。したがって、(a, b, c)から
(1, 1, 1)への遡り方は (a, b, c)が木のどの位置にあるかということには依存しないことになり、仮に
(a, b, c)が複数箇所に現れている場合、(1, 1, 1)が複数箇所に現れることになる。これは注 5.1.8に矛
盾する。

定理 5.1.3からわかる重要な系を 1つ挙げておこう。

系 5.1.9. (5.1.1)の任意の正整数解 (a, b, c)に対して、a, b, cの任意の 2つは互いに素である。

証明. (a, b, c) = (1, 1, 1)の場合には主張は明らかである。以下では、aと bが互いに素であることの
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みを示す。(5.1.1)を

z2 = (3 + k1 + k2 + k3)xyz − x2 − y2 − k1yz − k2zx− k3xy

と変形し、(x, y, z) = (a, b, c)を代入する。もし a, bが d 6= 1なる公約数をもつとすると、dのある
素因数 d′ によって cも割り切れることがわかる。したがって、d′ は a, b, cの共通の約数である。こ
のとき、命題 5.1.4より、T(k1, k2, k3)上で (a, b, c)に隣接し、かつ最大成分がmax{a, b, c}より小さ
い三つ組 (a′, b′, c′)も共通の約数 d′ をもつ。この操作を繰り返すことにより、d′ は最終的に (1, 1, 1)

の共通の約数であることが従う。しかしこれは d′ = 1でなければならず、矛盾である。よって d = 1

が成り立ち、aと bは互いに素である。

5.2 一般化マルコフ木
T(k1, k2, k3)は (k1, k2, k3)-GM方程式の正整数解を全列挙するという観点では無駄のない構造で
はあるが、後に出てくる行列理論との対応関係を考えると、この木をいくつかの二分木に分割した方
が都合が良いことが多い。そこで我々は新たな二分木を導入する。

定義 5.2.1. T(k1, k2, k3)の充満部分木であって最初の頂点がそれぞれ (k1 + 2, 1, 1), (1, k2 + 2, 1),

(1, 1, k3+2)であるものを T(k1, k2, k3)の第 1, 第 2, 第 3分枝と呼び、T1(k1, k2, k3), T2(k1, k2, k3),

T3(k1, k2, k3) と表す。

例 5.2.2. T2(1, 2, 0)の最初のいくつかの頂点は次の通りである：

(1, 4, 1)

(21, 4, 1)

(1, 4, 17)

(21, 121, 1)

(21, 4, 457)

(373, 4, 17)

(1, 81, 17)

(703, 121, 1) · · ·

(21, 121, 15082) · · ·

(21, 57121, 457) · · ·

(10033, 4, 457) · · ·

(373, 4, 8185) · · ·

(373, 38025, 17) · · ·

(8227, 81, 17) · · ·

(1, 81, 386) · · ·

Ti(k1, k2, k3) はその定義から完全二分木である。ただ実際にこの後の理論で使用されるのは、上
記の二分木の各頂点の成分を、ヴィエタ跳躍で入れ替わった成分が中央に来るようにローテーション
した次の完全二分木である（上記の分枝はこれから定義される二分木の頂点が正整数解を全列挙して
いることを示すために使われる）。

定義 5.2.3. S3 を 3 次対称群とし、{1, 2, 3} への左作用を考える。σ ∈ S3 に対し、(k1, k2, k3, σ)

一般化マルコフ木（以下、GM木）MT(k1, k2, k3, σ)を次のように定義する。

(1) 最初の頂点を (
(1, σ(1)), (kσ(2) + 2, σ(2)), (1, σ(3))

)
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とする。
(2) 任意の頂点 ((a, α), (b, β), (c, γ)) に対して、次の 2 つの子を定める（左の子、右の子を区別
する）：

((a, α), (b, β), (c, γ))

(
(a, α),

(
a2+kγab+b2

c , γ
)
, (b, β)

) (
(b, β),

(
b2+kαbc+c2

a , α
)
, (c, γ)

)
例 5.2.4. MT(1, 2, 0, id)の最初のいくつかの頂点は次の通りである：

((1, 1), (4, 2), (1, 3))

((4, 2), (21, 1), (1, 3))

((1, 1), (17, 3), (4, 2))

((21, 1), (121, 2), (1, 3))

((4, 2), (457, 3), (21, 1))

((17, 3), (373, 1), (4, 2))

((1, 1), (81, 2), (17, 3))

((121, 2), (703, 1), (1, 3)) · · ·

((21, 1), (15082, 3), (121, 2)) · · ·

((457, 3), (57121, 2), (21, 1)) · · ·

((4, 2), (10033, 1), (457, 3)) · · ·

((373, 1), (8185, 3), (4, 2)) · · ·

((17, 3), (38025, 2), (373, 1)) · · ·

((81, 2), (8227, 1), (17, 3)) · · ·

((1, 1), (386, 3), (81, 2)) · · ·

この木の各頂点は 3 つのペアの合計 6 成分で構成されているが、各ペアの第 1 成分が GM 数を
与えており、それぞれの第 2 成分は第 1 成分の GM 数が本来の正整数解においてはどの位置に現
れるかという位置情報である。(k1, k2, k3)-GM 方程式は x, y, z に対して非対称な方程式なのでど
の整数が x, y, z それぞれに対応するかは重要な情報であるが、世代が進むたびに成分がローテー
ションするこの木では、この位置情報を GM 数とは別に記憶しておかなければいけないのである。
(k1, k2, k3)-GM数とその位置情報のペアを、これ以降は (k1, k2, k3)-GMペアと呼ぶことにする。
これ以降、((a, h), (b, i), (c, j)) ∈ MT(k1, k2, k3, σ)の第 (n,m)成分といったら n番目のペアの第

m成分を指すことにする。
さて、MT(k1, k2, k3, σ) が T(k1, k2, k3) の分枝とローテーションの差を除いて同じ木であること
を示そう。これを示すためにまず、完全二分木の同型を導入する。

定義 5.2.5. 集合 A,B を完全二分木とみなす。すなわち、それぞれの集合の元が完全二分木の各頂
点に対応しているとする。全単射 f : A → B が親子関係を保存するとき、f を完全二分木同型とい
う。さらに、A,B が順序付き完全二分木（任意の頂点の 2つの子に対して左右の区別を持っている
完全二分木）であり、二分木同型 f が各頂点において左の子と右の子の対応も保存する場合、f を順
序付き完全二分木同型という。

Ti(k1, k2, k3) は順序がついていない完全二分木、MT(k1, k2, k3, σ) は順序付きの完全二分木であ
ることに注意せよ。以下、Ti(k1, k2, k3)とMT(k1, k2, k3, σ)の（順序付きでない）完全二分木同型
を定める全単射を構成する。
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τ ∈ S3 に対して、τ (a, b, c)を (a, b, c)を並べ替えて aが τ(1)番目の成分、bが τ(2)番目の成分、
cが τ(3)番目の成分となるようにした三つ組と定める。木 Tが与えられたとき、V (T)でその頂点集
合を表す。写像

πσ : V (MT(k1, k2, k3, σ)) → Z3
>0

を以下のように定義する。

• 最初の頂点について

πσ((1, σ(1)), (kσ(2) + 2, σ(2)), (1, σ(3))) =
σ(
1, kσ(2) + 2, 1

)
.

• πσ((a, α), (b, β), (c, γ)) =
τ
(a, b, c)であるとき、

πσ

(
(a, α),

(
a2 + kγab+ b2

c
, γ

)
, (b, β)

)
=

τ◦(2 3)(
a,

a2 + kγab+ b2

c
, b

)
,

πσ

(
(b, β),

(
b2 + kαbc+ c2

a
, α

)
, (c, γ)

)
=

τ◦(1 2)(
b,
b2 + kαbc+ c2

a
, c

)
.

命題 5.2.6. 写像 πσ は、次の完全二分木同型を誘導する。

π(1 2) : MT(k1, k2, k3, (1 2)) ' T1(k1, k2, k3),

π(1 3 2) : MT(k1, k2, k3, (1 3 2)) ' T1(k1, k2, k3),

πid : MT(k1, k2, k3, id) ' T2(k1, k2, k3),

π(1 3) : MT(k1, k2, k3, (1 3)) ' T2(k1, k2, k3),

π(2 3) : MT(k1, k2, k3, (2 3)) ' T3(k1, k2, k3),

π(1 2 3) : MT(k1, k2, k3, (1 2 3)) ' T3(k1, k2, k3).

証明. π(1 2) : MT(k1, k2, k3, (1 2)) ' T1(k1, k2, k3) のみを示す（他も同様）。MT(k1, k2, k3, (1 2))

の頂点 ((a, α), (b, β), (c, γ))を固定し、π(1 2) がこれを (a, b, c)に写すと仮定する（すなわち、ここ
では π の定義における τ は恒等置換である）。このとき、π(1 2) の定義より

π(1 2)

(
(a, α),

(
a2 + kγab+ b2

c
, γ

)
, (b, β)

)
=

(
a, b,

a2 + kγab+ b2

c

)
,

π(1 2)

(
(b, β),

(
b2 + kαbc+ c2

a
, α

)
, (c, γ)

)
=

(
b2 + kαbc+ c2

a
, b, c

)
が成り立つ。したがって、あとは τ が恒等置換の場合に (α, β, γ) = (1, 2, 3)かつ (a, b, c)のうち bが
最大であることがわかれば、T(k1, k2, k3)の世代規則から π(1 2) を作用させる操作と子を取る操作が
可換になり、1つ下の世代同士が π(1 2) で対応することがわかる。同様の議論を τ が恒等置換でない
場合についても行うことで、次の対応を示せば良いことがわかる。

状態名 πσ の定義における τ (α, β, γ)
τ
(a, b, c)の中で最大の成分

(1) id (1, 2, 3) 第 2成分
(2) (2 3) (1, 3, 2) 第 3成分
(3) (1 2) (2, 1, 3) 第 1成分
(4) (1 3) (3, 2, 1) 第 2成分
(5) (1 2 3) (2, 3, 1) 第 3成分
(6) (1 3 2) (3, 1, 2) 第 1成分
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なお、この対応は σ = (1 2)に限らず任意の σ で考えて良い。さてこの中のどれか 1つが正しいと
仮定すると、πσ の定義と系 5.1.7から次の図式が成り立つことが直接計算によって示される。

(1)

(2)

(6)

(4)

(5)

(3)

L

L

R

R
RR LL

L

L

R

R

ただし図中の矢はMT(k1, k2, k3, (1 2))において子を取る操作であり、Lは左の、Rは右の子をとる
ことを意味している。したがって、あとはMT(k1, k2, k3, (1 2))の最初の頂点が (3)を満たしている
ことを示せば十分である。これは直接計算することで確かめられる。以上から示された。

注 5.2.7. 同型 πは子に関する左右の区別を定めていないので、任意の σに対し、σ∗ := σ ◦ (1 3)と
するとMT(k1, k2, k3, σ)とMT(k1, k2, k3, σ∗)は π によって同じ Ti(k1, k2, k3)に移される。

系 5.2.8. v = ((a, α), (b, β), (c, γ)) ∈ MT(k1, k2, k3, σ)に対して、πσ(v) =
τ
(a, b, c)であるとする。

このとき、b > max{a, c}かつ α = τ(1), β = τ(2), γ = τ(3)が成立する。

証明. v = ((a, α), (b, β), (c, γ)) ∈ MT(k1, k2, k3, σ)に対して πσ(v) =
τ
(a, b, c)であるとする。この

とき命題 5.2.6の証明中にある (1)～(6)の状況のいずれかになる。各場合についてすべて確認するこ
とで主張を得る。

系 5.2.9. 頂点集合
V(k1,k2,k3) :=

⋃
σ∈S3

V (MT(k1, k2, k3, σ))

を考える。任意の v ∈ V(k1,k2,k3) に対して v が現れる位置は木の和集合 ⋃σ∈S3
MT(k1, k2, k3, σ)の

なかで一意的である。

証明. まず、v = ((a, α), (b, β), (c, γ)) ∈ V(k1,k2,k3) に対して v が属する木MT(k1, k2, k3, σ)の中で
v と同じ表示をもつ頂点が複数回現れることはあり得ない（命題 5.2.6の全単射性に反する）。v が 2

つの木MT(k1, k2, k3, σ), MT(k1, k2, k3, σ′)に現れないことを示す。v が最初の頂点かどうか、最初
の頂点でないならば v がその親の左の子なのか右の子なのか、ということは v 自身の情報のみから
決定される。実際、a = cならば特異解に対応するトリプルなので最初の頂点である（系 5.2.8から
a = bまたは b = cとはならないことに注意せよ）。また a 6= cのときは最初の頂点ではないので親
が存在する。このとき、v が親の左の子である場合と右の子である場合で、親の 3つ組はそれぞれ(

(a, α), (c, γ),

(
a2 + kβac+ c2

b
, β

))
,

((
a2 + kβac+ c2

b
, β

)
, (a, α), (c, γ)

)
のどちらかであるが、系 5.2.8 から (1, 1), (2, 1), (3, 1) 成分のなかで (2, 1) 成分が真に大きいので、
a < cならば親は前者、a > cならば親は後者と一意に決まる。このことから最初の頂点までの経路
も v のみから一意的に決定されることがわかり、また最初の頂点の表示も一意的に決まることがわ
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かる。したがって v が異なる木 MT(k1, k2, k3, σ) と MT(k1, k2, k3, σ′) に含まれることはあり得な
い。

次の定理により、MT(k1, k2, k3, σ)は第 2成分が最大であるような GMトリプルを全列挙してい
るといえる。

定理 5.2.10. (k1, k2, k3)-GMトリプル (a, b, c)を b > max{a, c}を満たすものとし、τ ∈ S3 に対
して τ

(a, b, c)が (k1, k2, k3)-GM方程式の解であると仮定する。このとき、{σ, σ∗} ⊂ S3 の一意な
組と、頂点の一意な組 {v, v∗}が存在して v ∈ MT(k1, k2, k3, σ), v∗ ∈ MT(k1, k2, k3, σ∗) を満たし、

v = ((a, τ(1)), (b, τ(2)), (c, τ(3))), v∗ = ((c, τ(3)), (b, τ(2)), (a, τ(1)))

となる。加えて、MT(k1, k2, k3, σ∗)における v∗ の位置は、MT(k1, k2, k3, σ)における v の位置と、
中心に関して対称な位置にある。

証明.
τ
(a, b, c) 6= (1, 1, 1) なので、τ

(a, b, c) は定理 5.1.3 から T1(k1, k2, k3), T2(k1, k2, k3),

T3(k1, k2, k3)のいずれかに属する。ここで τ
(a, b, c)が T1(k1, k2, k3)に属していると仮定する（ほ

かの場合も以下同様の議論となる）。このとき、命題 5.2.6 から MT(k1, k2, k3, (1 2)) の頂点 v1 で
あって π(1 2)(v1) =

τ
(a, b, c), MT(k1, k2, k3, (1 3 2))の頂点 v2 であって π(1 3 2)(v2) =

τ
(a, b, c)を

満たすものが一意的に存在する。ここで τ
(a, b, c)は

τ
(a, b, c),

τ◦(1 3)
(c, b, a),

τ◦(1 2)
(b, a, c),

τ◦(2 3)
(a, c, b),

τ◦(1 2 3)
(b, c, a),

τ◦(1 3 2)
(c, a, b)

の表示を持つが、仮定から b > max{a, c}なので系 5.2.8より次の 2つのケースが考えられる：

(1) v1 = ((a, τ(1)), (b, τ(2)), (c, τ(3))), π(1 2)(v1) =
τ
(a, b, c)かつ

v2 = ((c, τ ◦ (1 3)(1)), (b, τ ◦ (1 3)(2)), (a, τ ◦ (1 3)(3))), π(1 3 2)(v2) =
τ◦(1 3)

(c, b, a)

(2) v1 = ((c, τ ◦ (1 3)(1)), (b, τ ◦ (1 3)(2)), (a, τ ◦ (1 3)(3))), π(1 3 2)(v1) =
τ◦(1 3)

(c, b, a)かつ
v2 = ((a, τ(1)), (b, τ(2)), (c, τ(3))), π(1 2)(v2) =

τ
(a, b, c)

ここで、系 5.2.9から v1 = v2 となることはありえないので必ず (1),(2)どちらの場合が成り立つこ
とに注意せよ。 (1)のときは σ = (1 2), σ∗ = (1 3 2), v = v1, v

∗ = v2 とすればよく、(2)のときは
σ = (1 3 2), σ∗ = (1 2), v = v2, v

∗ = v1 とすればよい。v, v∗ と同じ表示をもつ頂点が他の木に存在
しないことは系 5.2.9からわかる。あとはMT(k1, k2, k3, σ∗)における v∗の位置がMT(k1, k2, k3, σ)
における v の位置と、中心に関して対称な位置にあることを示せば良いが、これは最初の頂点からの
距離の帰納法で容易に示される。

5.3 ファレイ木と分数ラベル
次に、マルコフ数の分数によるラベルを導入する。そのために、ファレイトリプルおよびファレイ
木の概念を導入しよう。

定義 5.3.1. a
b と c

d に対し、ad− bcを
det
(a
b
,
c

d

)
と書く。三つ組

(
a
b ,

c
d ,

e
f

)
が次の条件を満たすとき、これをファレイトリプルと呼ぶ：
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(1) a
b ,

c
d ,

e
f はいずれも既約分数である。

(2) ∣∣∣det(a
b
,
c

d

)∣∣∣ = ∣∣∣∣det( c

d
,
e

f

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣det( e

f
,
a

b

)∣∣∣∣ = 1.

次に、ファレイ木 FTを以下のように定義する：

(1) 根となる頂点は ( 01 , 1
1 ,

1
0

)とする。
(2) 各頂点

(
a
b ,

c
d ,

e
f

)
は、次の二つの子をもつ：

(
a

b
,
c

d
,
e

f

)
(a
b
,
a

b
⊕ c

d
,
c

d

) (
c

d
,
c

d
⊕ e

f
,
e

f

)
ここで

a

b
⊕ c

d
=

a+ c

b+ d

と定める。ただし 1
0 は∞を表す端点として扱い、大小関係については任意の有限の非負分数

より大きいものとみなす。

FTの最初のいくつかの頂点は次の通りである：

(
0
1 ,

1
1 ,

1
0

)
(
0
1 ,

1
2 ,

1
1

)

(
1
1 ,

2
1 ,

1
0

)

(
0
1 ,

1
3 ,

1
2

)
(
1
2 ,

2
3 ,

1
1

)
(
1
1 ,

3
2 ,

2
1

)
(
2
1 ,

3
1 ,

1
0

)

(
0
1 ,

1
4 ,

1
3

)
· · ·

(
1
3 ,

2
5 ,

1
2

)
· · ·

(
1
2 ,

3
5 ,

2
3

)
· · ·

(
2
3 ,

3
4 ,

1
1

)
· · ·

(
1
1 ,

4
3 ,

3
2

)
· · ·

(
3
2 ,

5
3 ,

2
1

)
· · ·

(
2
1 ,

5
2 ,

3
1

)
· · ·

(
3
1 ,

4
1 ,

1
0

)
· · ·

まずはこの後の議論で使われるファレイ木の基本性質を証明しよう。

命題 5.3.2. 次が成り立つ。

(1) (r, t, s)がファレイトリプルであるとき、(r, r ⊕ t, t)および (t, t⊕ s, s)もまたファレイトリプ
ルである。特に、FTのすべての頂点はファレイトリプルである。

(2) 任意の既約分数 t ∈ (0,∞)に対して、tが第 2成分として現れるような FTのファレイトリプ
ル F がただ一つ存在する。

(3) FTの任意の (r, t, s)に対して、不等式 r < t < sが成り立つ。

これを証明するために補題を用意しよう。
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補題 5.3.3. 既約分数 x = a
b と y = c

d に対し x⊕ y = a+c
b+d とおく。このとき

det(x, x⊕ y) = det(x, y), det(x⊕ y, y) = det(x, y)

が成り立つ。特に | det(x, y)| = 1なら x⊕ y は既約分数である。

証明. 直接計算で

det

(
a

b
,
a+ c

b+ d

)
= a(b+ d)− b(a+ c) = ad− bc = det

(a
b
,
c

d

)
,

det

(
a+ c

b+ d
,
c

d

)
= (a+ c)d− (b+ d)c = ad− bc = det

(a
b
,
c

d

)
を得る。さらに gcd(a+ c, b+ d) = g とすると

g |
(
(a+ c)d− (b+ d)c

)
= ad− bc

より | det(x, y)| = 1のとき g | 1なので g = 1、すなわち x⊕ y は既約である。

補題 5.3.4. 非負既約分数および 1
0 を含む拡張非負有理数を考える。a

b < c
d を満たし、ad− bc = −1

であるとする。このとき
a

b
<

a+ c

b+ d
<

c

d

を満たす。ただし、 1
0 はすべての非負有理数より大きいものと約束する。

証明. b, d > 0の場合は
a+ c

b+ d
− a

b
=

bc− ad

b(b+ d)
=

1

b(b+ d)
> 0,

および
c

d
− a+ c

b+ d
=

bc− ad

d(b+ d)
=

1

d(b+ d)
> 0

から従う。b = 0または d = 0の場合は、端点が 1
0 = ∞であるから、残りの不等式は定義から直ち

に従う。

補題 5.3.5. (r, t, s) =
(

a
b ,

c
d ,

e
f

)
が r < t < sを満たすファレイトリプルであるとする。このとき

t = r ⊕ s =
a+ e

b+ f

が成り立つ。

証明. r < t < sと | det(r, s)| = 1より det(r, s) = af − be = −1である。u = (a, b),w = (e, f)と
おくと det(uT ,wT ) = −1（ここでは detを本来の行列式の意味で使っている）なので u,wは Z2 の
基底である。よって v := (c, d)は v = αu+ βwと一意に書ける。一方 r < tと | det(r, t)| = 1より
det(r, t) = ad− bc = −1であり、従って

−1 = det(uT ,vT ) = det
(
uT , αuT + βwT

)
= β det(uT ,wT ) = β(−1)

から β = 1を得る。同様に t < sと | det(t, s)| = 1より det(t, s) = cf − de = −1なので

−1 = det(vT ,wT ) = det(αuT +wT ,wT ) = α det(uT ,wT ) = α(−1)
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より α = 1 となる。したがって v = u + w、すなわち (c, d) = (a + e, b + f) である。以上から
t = c

d = a+e
b+f = r ⊕ sが示された。

命題 5.3.2の証明. (1)を示す。(r, t, s)をファレイトリプルとする。補題 5.3.3より

| det(r, r ⊕ t)| = | det(r, t)| = 1, | det(r ⊕ t, t)| = | det(r, t)| = 1

かつ r⊕ tは既約である。さらに | det(t, r)| = | det(r, t)| = 1なので (r, r⊕ t, t)はファレイトリプル
である。同様に (t, t ⊕ s, s)もファレイトリプルである。ここから、子を取る操作でファレイトリプ
ル性が保たれることがわかる。さらに最初の頂点 ( 01 , 1

1 ,
1
0

)がファレイトリプルなので、FT のすべ
ての頂点はファレイトリプルである。
次に (3)を示す。最初の頂点では 0

1 < 1
1 < 1

0 (= ∞)が成り立つ。いま頂点 (r, t, s)で r < t < sが
成り立つと仮定する。補題 5.3.4より r < r ⊕ t < tおよび t < t⊕ s < sなので、左の子 (r, r ⊕ t, t)

と右の子 (t, t⊕ s, s)でも不等式が成り立つ。したがって深さについての帰納法により (3)が従う。
(2) を示す。任意の既約分数 t ∈ (0,∞) をとる。L0 = 0

1 , R0 = 1
0 とし、i ∈ Z≥0 に対して帰納

的に Mi := Li ⊕ Ri を計算して t < Mi ならば Li+1 := Li, Ri+1 := Mi とし、 t > Mi ならば
Li+1 := Mi, Ri+1 := Ri とする（前者は左の子を取る操作、後者は右の子を取る操作に対応する）。
また、t = Mi になったらそこでこの操作を終了する。各段階で Li =

ai

bi
, Ri =

ci
di
と書くと、

Mi =
ai + ci
bi + di

であり、補題 5.3.3より常に | det(Li, Ri)| = 1が保たれる。特に Li, Ri は常に既約である。また補
題 5.3.4より Li < t < Ri がすべての iで成り立つ。まずこの操作が必ず有限回で停止することを示
す。両端点の分母がともに正である段階では、Mi の分母 bi + di は次に選ばれる区間の端点の分母よ
り狭義に増加する。一方、片方の端点が 1

0 である間だけは分母が単調増加しない可能性がある。こ
の場合は整数部分を進むだけであり、tが整数ならそこで停止し、整数でなければ有限回の後に tを
挟む連続する 2つの整数の間の区間に移る。そこから先は両端点の分母が正である。また t = p

q（既
約分数）とする。両端点の分母が正で、Li =

ai

bi
< p

q < Ri =
ci
di
であるとき、

bip− aiq ≥ 1, ciq − pdi ≥ 1

であり、bici − aidi = 1から

q = di(bip− aiq) + bi(ciq − pdi) ≥ bi + di

を得る。したがって、両端点の分母が正になった後は、分母が q を超える前に必ず目的の分数に到達
する。ゆえに無限にこの操作が続くことはない。以上からある有限の nで t = Mn となる。このと
き頂点 (Ln, t, Rn)は子を取る操作を繰り返して与えられたので FTの頂点であり、したがって tが第
2 成分として現れる頂点が存在する。最後に一意性を示す。t が第 2 成分として現れる頂点 (r, t, s)

が与えられると、補題 5.3.5により必ず t = r ⊕ sであり、さらに (3)より r < t < sである。した
がって tから上の手続きで辿る最初の頂点からの左右の選択列は一意であり、同じ tを第 2成分にも
つ異なる頂点が 2つ存在すると最初の頂点からの経路が 2通りになって矛盾する。ゆえにそのよう
な頂点はただ一つである。以上から示された。
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ファレイ木は、Farey数列や Stern–Brocot木に由来する既約分数を全列挙する木であり、GM数
の理論との関連以外でも様々な面白い性質をもつ数学的対象であるが、ここではそれらについては割
愛することにする。
さて、ファレイ木と GM木の世代規則をみると、成分のローテーションの仕方が同じであること
に気がつくであろう。これをもって、正の既約分数から GM数への対応を考えよう。

定義 5.3.6. f : FT → MT(k1, k2, k3, σ)を順序付き完全二分木同型であるとする。このとき両方の
木の世代規則から、f は端点 0/1, 1/0を含む非負の既約分数から GMペアへの全単射に持ち上がる。
この対応を t 7→ (mt, it)とかき、(mt, it)を GMペアの分数ラベルと呼ぶ。ここで 0/1, 1/0はファ
レイ木の根 ( 01 , 1

1 ,
1
0

)の左端・右端として扱う。
本来であればmt, it は k1, k2, k3, σ にも依存するのでこれらの記号を付加するべきだが、分数ラベ
ルを使うときは必ず GMツリーを 1つ固定して議論するので、これらの記号は付さないこととする。
この対応は単に GMペアに名前をつけるにとどまらない重要な意味を持つことが、後で一般化強許
容数列を定義するとき明らかになる。
簡単にわかるが重要な系を 1つ挙げてこの節を締める。

系 5.3.7. ここでは 1/0 = ∞ および 1/∞ = 0 と約束する。任意に t ∈ [0,∞] をとる。
MT(k1, k2, k3, σ)で分数ラベル tを持つ (k1, k2, k3)-GMペアを (mt, it)、MT(k1, k2, k3, σ∗)におい
て分数ラベル 1

t を持つ (k1, k2, k3)-GMペアを (m∗
1
t

, i∗1
t

)とする (ただし、σ∗ は定理 5.2.10で使われ
ているものである)。このとき (mt, it) = (m∗

1
t

, i∗1
t

) が成り立つ。

証明. ファレイ木の tが占める位置の中央を挟んで対称の位置にある既約分数が 1
t であることを示せ

ば、定理 5.2.10から系が従う。上記の主張は最初の頂点からの距離の帰納法で容易に示される。

5.4 特性数
この章の最後に、特性数と呼ばれる数を定義しておこう。まずは以下の命題を証明する。

定理 5.4.1. MT(k1, k2, k3, σ)を 1つ固定して、(mr,mt,ms)をファレイトリプル (r, t, s)に対する
GMトリプルであるとする。このとき次を満たす整数 uがただ一つ存在する。{

mru ≡ ms (mod mt),

0 < u < mt.
(5.4.1)

この定理を示すために、いわゆるユークリッドの互除法から得られる次の結果を用いる。ここでは
証明に有限正則連分数の事実を用いる。

補題 5.4.2. x, y ∈ Zに対して、少なくともどちらかが 0でないと仮定する。このときある a, b ∈ Z
が存在して

ax+ by = gcd(x, y)

とできる。

証明. まず x, y ≥ 0の場合を示す。y = 0ならば仮定から x > 0であり、a = 1, b = 0とすればよい。
x = 0ならば y > 0であり、a = 0, b = 1とすればよい。以下では x, y > 0とする。gcd(x, y) = dと
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して、x = dx′, y = dy′ とおく。x′

y′ = [a0; a1, . . . , an]を有限正則連分数展開とする。n = 0の場合は
p−1 = 1, q−1 = 0の規約で読むことにして、pi

qi
= [a0; a1, . . . , ai]とする。このとき補題 2.2.5から

x′qn−1 − y′pn−1 = (−1)n+1

が成り立つ。(−1)n+1 = 1 ならば a = qn−1, b = −pn−1, (−1)n+1 = −1 ならば a = −qn−1, b =

pn−1 とおくことで ax′ + by′ = 1 となる。両辺 dをかけることで ax+ by = d が成り立つので主張
が示された。x < 0または y < 0である場合は一旦 |x|, |y|をつかって上記の議論により得られる a, b

をとっておき、|x| = −xならば aを −aに、|y| = −y ならば bを −bに取り替えることで同様の主
張を得る。

定理 5.4.1の証明. 条件を満たす整数の存在を示す。系 5.1.9から gcd(mr,mt) = 1より、補題 5.4.2

から整数 a, bが存在してmra+mtb = 1となる。従ってmra ≡ 1 (mod mt) であり、aはmr の法
mt における逆元である。ここで u0 := ams とおくと

mru0 = mrams ≡ 1 ·ms ≡ ms (mod mt)

より u0 は合同式mrx ≡ ms (mod mt)の解である。いま 0 ≤ x < mt を満たす整数 uで

u ≡ u0 (mod mt)

となるものを取る。この uも同じ合同式の解である。ここで u = 0とすると ms ≡ 0 (mod mt)す
なわちmt | ms となるが、gcd(mt,ms) = 1よりmt = 1となる。ところが、いま t ∈ (0,∞)に対応
する中央成分を考えており、端点に現れる初期値 1とは異なるのでmt ≥ 2である。これは矛盾であ
る。従って u 6= 0であり、0 < u < mt を満たす解が得られる。次に一意性を示す。u, u′ がともに

mru ≡ ms (mod mt), 0 < u < mt,

mru
′ ≡ ms (mod mt), 0 < u′ < mt

を満たすとする。差を取ると
mr(u− u′) ≡ 0 (mod mt)

すなわち mt | mr(u − u′) である。ここで gcd(mr,mt) = 1 より mt | (u − u′) が従う。しかも
0 < u, u′ < mt より

−(mt − 1) ≤ u− u′ ≤ mt − 1

なのでmt が u− u′ を割るためには u− u′ = 0しかあり得ない。従って u = u′ である。以上より条
件を満たす整数 ut はただ一つ存在する。

定義 5.4.3. MT(k1, k2, k3, σ) における任意の (k1, k2, k3)-GM トリプル (mr,mt,ms) に対し、
(5.4.1)を満たす一意的な uを ut とかき、特性数とよぶ。なおこの定義では ut は t ∈ Q ∩ (0,∞)に
対して定義されるが、u 0

1
= −kσ(1), u 1

0
= 1として t ∈ Q∩ [0,∞]に対して定まるように拡張する。

GMトリプルに対して定まっている特性数に対して tのみに依存した記号を用いるのは変だと思う
かもしれないが、命題 5.3.2 (2)より (r, t, s)は tによって一意に定まるため、ut は tのみに依存する
ことがわかるのでこの添え字付けは妥当である。これを特性数の分数ラベリングと呼ぶことにする。
特性数に関する重要な性質をこの節の最後に挙げる。
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命題 5.4.4. 任意の既約分数 t ∈ [0, 1] ∩ Qに対して、MT(k1, k2, k3, σ)で分数ラベル tを持つ特性
数を ut とし、kt := kit とおく。また、MT(k1, k2, k3, σ∗)において分数ラベル 1

t を持つ特性数を u∗
1
t

とする (ただし、σ∗ は定理 5.2.10で使われているものである)。このとき

u∗
1
t
= mt − ut − kt

が成り立つ。

この命題の証明には道具立てが必要なので、7.3節で証明する。
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第 6章

フェンス型順序集合と
一般化マルコフ距離

第 5章では一般化マルコフ方程式、一般化マルコフ木、分数ラベル、特性数を導入し、一般化マル
コフ数を系統的に扱うための算術的データを整備した。本章ではそれをさらに組合せ論と幾何の言葉
に移し替えるために、フェンス型順序集合と一般化マルコフ距離を導入する。ここでの目的は、一般
化マルコフ数の理論を順序集合の構造や曲線の交差を通して理解できる形に整えることにある。
本章では、まず有限整数列にフェンス型順序集合を対応させ、その順序イデアルの個数が連分数お
よび連分数行列と密接に結びついていることを示す。これにより、第 2章で見た連分数の計算が、順
序集合の組合せ論として読み直せるようになる。次に交差をもつフェンス型順序集合の間に成り立つ
スケイン関係式を証明し、順序イデアルの個数に関する積の恒等式を得る。最後に、平面上の曲線や
一般化弧に一般化マルコフ長を割り当て、その最小化として一般化マルコフ距離を定義する。これに
より、前章で導入した一般化マルコフ数が、幾何学的対象の不変量としても理解できるようになる。
余談ではあるが、本章で扱う内容の背景には団代数理論が存在する。[MSW11, MSW13]において
団代数の生成元を組合せ論的に記述するために定義された蛇グラフというグラフが非常に豊かな情報
をマルコフ数の理論にももたらすことがわかって以来、この新しい組合せ論とマルコフ数の結びつき
は切っても切れないものとなった。ここで行われる議論はその一端である。ただし蛇グラフは記述が
煩雑で扱いも大変であるため、冒頭で紹介したフェンス型順序集合が、蛇グラフと等価な組合せ論的
概念としてこの章の中心的な役割を担っている。
この章の内容は [BKK24, LLRS23, Ban25] に基づいているが、[BKK24] の論文は団代数理論の
文脈で書かれているのでこれを本稿で適用できる形に特殊化し、[LLRS23] は k1 = k2 = k3 = 0,

[Ban25]は k1 = k2 = k3 の場合のみを与えているので、これを一般の (k1, k2, k3)で使える形に一般
化している。また、6.3節は [Ban25]に相当する内容を扱っており主張も基本的にこの論文に沿って
いるが、証明を本稿独自のものに変更している。

6.1 フェンス型順序集合の順序イデアルと連分数
定義 6.1.1. (P,�) を順序集合とする。x, y ∈ P に対し、x⋖ y で

x ≺ y かつ x ≺ z ≺ y を満たす z ∈ P が存在しない
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を意味することとする。この関係 ⋖ を (P,�) に付随する被覆関係という。このとき (P,�) のハッ
セ図とは次の条件を満たすグラフである。

• 頂点集合は P である。
• 異なる頂点 x, y ∈ P の間に辺（重複辺を考えない）が存在することと、x⋖ y または y ⋖ x が
成り立つことが同値である。

さらに各辺は被覆関係において大きい元が小さい元より上に来るように平面上に配置し、辺の向きは
省略するものとする。

本稿ではハッセ図がある意味で「最も単純」であるような場合の順序集合を扱う。それが次で定め
るフェンス型順序集合である。

定義 6.1.2. 有限順序集合 (P,�)のハッセ図が分岐を持たないグラフであるとき、P をフェンス型
順序集合と呼ぶ。

本稿では、フェンス型順序集合 P のハッセ図の頂点（すなわち、P の元）に左から 1, 2, 3, . . . ,m

とラベリングすることにする（集合 {1, . . . ,m} に大小関係を導入して P と同一視していると考え
ても良い）。さて、正整数成分の有限数列 S = (a0, . . . , an)が与えられたとき、sk :=

∑k
i=0 ai (k =

0, . . . , n) とおき順序集合 PS :=
(
{1, 2, . . . , sn − 1},�

) を次のように定める: 各 x ∈ PS に対して
sk−1 ≤ x < sk (s−1 := 0)のとき

ε(x) := (−1)k

とする。隣接する頂点 x, x + 1 (1 ≤ x < sn − 1)について、PS 上の順序 ≺を次の被覆関係で定義
する： {

x⋖ x+ 1 if ε(x) = 1,

x+ 1⋖ x if ε(x) = −1.

ここで、最後の頂点のラベルは sn ではなく sn − 1であることに注意せよ。これは、sk から sk+1 ま
での各頂点を結ぶ辺の本数が a0 − 1本、a1 本、a2 本、…、an−1 本、an − 1本と、最初と最後の部
分だけ数列の情報より 1小さい値になるようにするための措置である。

例 6.1.3. S = (3, 2, 1, 2)としたとき、対応する PS のハッセ図は次のようになる。

1 5 7

2 4 6

3

定義 6.1.4. (P,≤)を順序集合とする。部分集合 I ⊂ P が (P,≤)の順序イデアルであるとは、任意
の x ∈ I と任意の y ∈ P に対して y ≤ xのとき y ∈ I がなりたつ、すなわち、I は順序に関して下
に閉じた部分集合であることをいう。P の順序イデアル全体の集合を J (P )で表す。

環におけるイデアルと異なり、空集合も順序イデアルとみなすことに注意せよ。

例 6.1.5. P(3,2,1,2) の順序イデアルは次の 27個ですべてである。

∅, {1}, {5}, {7}, {1, 2}, {1, 5}, {1, 7}, {4, 5}, {5, 7}, {1, 2, 5}, {1, 2, 7}, {1, 4, 5}, {1, 5, 7}, {4, 5, 7},
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{5, 6, 7}, {1, 2, 4, 5}, {1, 2, 5, 7}, {1, 4, 5, 7}, {1, 5, 6, 7}, {4, 5, 6, 7}, {1, 2, 3, 4, 5}, {1, 2, 4, 5, 7},
{1, 2, 5, 6, 7}, {1, 4, 5, 6, 7}, {1, 2, 4, 5, 6, 7}, {1, 2, 3, 4, 5, 7}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}.

本稿で鍵となるのは、このフェンス型順序集合の順序イデアルの個数である。J (P )の元の個数を
N(P )で表すこととする。順序イデアル自体を手作業で全列挙するのは漏れや重複がないかどうかを
確認しなければならず非常に面倒だが、実はフェンス型順序集合の順序イデアルの場合、個数だけな
ら簡単に計算することが可能である。それが次の定理である。

定理 6.1.6. 正整数の有限数列 (a0, a1, . . . , an)に対して、N(P(a0,...,an))を N(a0, . . . , an)と書くこ
とにする。このとき

pn
qn

:= [a0; a1, . . . , an]

（ただし pn

qn
は既約）とすると、

N(a0, · · · , an) = pn, N(a1, · · · , an) = qn

が成り立つ。ここで N() = 1とする。

証明. [a0; a1, . . . , an] において既約分数表示による分子が N(a0, a1, . . . , an) であることと分母が
N(a1, . . . , an) であることを示せば十分である。まず n = 0 の場合、p0 = a0, q0 = 1 である一方、
P(a0) は 1 ≺ 2 ≺ · · · ≺ a0 − 1の全順序集合であり、順序イデアルは

{∅, {1}, {1, 2}, . . . , {1, 2, . . . , a0 − 1}}

の a0 個である。したがって N(a0) = a0 であり、また定義から N() = 1である。したがって主張が
成り立つ。n = 1のとき、p1 = a0a1 + 1, q1 = a1 である。一方で、N(a0, a1)について P(a0,a1) の
ハッセ図は

1 a0 + a1 − 1

a0

であるから、P(a0,a1) 自身以外の順序イデアルはすべて {1, 2, . . . , a0 − 1}の部分集合で構成される順
序イデアル I0 と {a0 + 1, a0 + 2, . . . , a0 + a1 − 1}の部分集合で構成される順序イデアル I1 の非交
和で記述される。I0 となりうる順序イデアルは a0 個、I1 となりうる順序イデアルは a1 個あるので、
順序イデアルは全部で a0a1+1個ある。したがってN(a0, a1) = a0a1+1であり、またN(a1) = a1

であるから n = 1の場合も主張が成り立つ。n > 1の場合を帰納法により示す。n− 1までの場合に
ついて主張の成立を仮定する。このとき pn と qn の漸化式 (2.2.1),(2.2.2) から、次を示せば良いこ
とがわかる：

N(a0, a1, . . . , an) = anN(a0, . . . , an−1) +N(a0, . . . , an−2) (6.1.1)

N(a1, . . . , an) = anN(a1, . . . , an−1) +N(a1, . . . , an−2)

上の式が成り立てば下の式も同様の議論で成り立つので、上のみを示す。
まず n が奇数の場合を考える。このとき sn − 1 は順序関係において極小元、sn−1 は極大元であ
る。順序イデアルを sn−1 を含むものと含まないものに分けて考える。



第 6章 フェンス型順序集合と一般化マルコフ距離 94

sn−1 を含む順序イデアルは順序について下に閉じている性質から {sn−2, sn−2 +1, . . . , sn − 1}を
必ず含んでいる。したがって、すべての順序イデアルは残りの {1, . . . , sn−2 − 1}に含まれる順序イ
デアルと {sn−2, sn−2 + 1, . . . , sn − 1}の非交和で記述されることになる。{1, . . . , sn−2 − 1}に含ま
れる順序イデアルの個数は帰納法の仮定から N(a0, . . . , an−2)個あるので、このような順序イデアル
は全部で N(a0, . . . , an−2)個あることになる。
一方で sn−1 を含まない順序イデアル全体は P(a0,...,an) から sn−1 を取り除いた順序集合における
順序イデアル全体との間に自然な全単射が構成でき、この順序集合は

P(a0,a1,...,an−1) t P ∗
(an)

（ただし、P ∗ は P の順序関係を反転させた順序集合とする）と記述できるので、その順序イデアル
の個数は N(a0, . . . , an−1)N(an) = anN(a0, . . . , an−1)となる。
以上から、nが奇数の時に

N(a0, a1, . . . , an) = anN(a0, . . . , an−1) +N(a0, . . . , an−2)

が示された。n が偶数のときも sn−1 を含む場合と含まない場合に分けることで同様の結論を得
る（ただし、sn−1 を含む場合の順序イデアルの個数が anN(a0, . . . , an−1) 個、含まない場合が
N(a0, . . . , an−2)個になる）。議論はほとんど奇数の場合と変わらないのでその詳細な証明は読者に
委ねる。

したがって、P(a0,...,an) の順序イデアルの個数は連分数 [a0; a1, . . . , an]を既約分数に直してその分
子を見ればわかる。なお、双対的に次の定理も成り立つ。

定理 6.1.7. 定理 6.1.6の P(a0,...,an) を P ∗
(a0,...,an)

に変えても同様の主張が成り立つ。

証明. 定理 6.1.6と同じ漸化式を確認すれば良い。証明方針は定理 6.1.6とほぼ同じなので、詳細は
読者に委ねる。

さらに、直ちに次の系が成り立つ。

系 6.1.8. n ≥ 1とし、正整数の有限数列 (a0, . . . , an)に対して

F(a0,a1,...,an) =

[
a0 1
1 0

] [
a1 1
1 0

]
· · ·
[
an 1
1 0

]
=

[
N(a0, . . . , an) N(a0, . . . , an−1)
N(a1, . . . , an) N(a1, . . . , an−1)

]
が成り立つ。

証明. 定理 6.1.6と定理 2.2.4からしたがう。

この対応が、組合せ理論と連分数理論の架け橋である。また、これを利用することで次の命題が成
り立つ。

命題 6.1.9. (a0, a1, . . . , an)を正整数の有限数列とする。このとき、次が成立する。

(1) N(a0, a1, . . . , an−1, an) = N(an, an−1, . . . , a1, a0),

(2) an ≥ 2のとき

N(a0, a1, . . . , an−1, an) = N(a0, a1, . . . , an−1, an − 1, 1)
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が成り立つ。また、a0 ≥ 2のとき

N(a0, a1, . . . , an−1, an) = N(1, a0 − 1, a1, . . . , an−1, an)

が成り立つ。

証明. (1)を示す。各行列 Fa = [ a 1
1 0 ] は対称行列であるから、

Fan
Fan−1

· · ·Fa0
= (Fa0

Fa1
· · ·Fan

)T

が成り立つ。系 6.1.8を右辺に適用すると

Fan
Fan−1

· · ·Fa0
=

[
N(a0, . . . , an) N(a1, . . . , an)

N(a0, . . . , an−1) N(a1, . . . , an−1)

]
を得る。一方、左辺に同じ系を適用したときの (1, 1) 成分は N(an, an−1, . . . , a0) である。よって
(1, 1)成分を比較すれば N(a0, a1, . . . , an) = N(an, an−1, . . . , a0)が従う。(2)を示す。まず an ≥ 2

とする。連分数の定義から

[a0; a1, . . . , an] = [a0; a1, . . . , an−1, an − 1, 1]

であるから、定理 6.1.6 より最初の等式が従う。次に a0 ≥ 2 とする。いま示した等式を反転列
(an, an−1, . . . , a0)に適用し、さらに (1)を用いると

N(a0, . . . , an) = N(an, . . . , a0) = N(an, . . . , a1, a0 − 1, 1) = N(1, a0 − 1, a1, . . . , an)

となる。

6.2 フェンス型順序集合のスケイン関係式
この節では複数のフェンス型集合の間に成立する関係式について述べる。フェンス型順序集合 P

のラベル iがついた頂点を P (i)とかく。また、i ≤ j に対して P のラベルが {i, i+ 1, . . . , j − 1, j}
であるような部分順序集合を P [i, j] で表すことにする。さらに i > j の場合は P [i, j] = ∅ と約束
する。

定義 6.2.1. 二つのフェンス型順序集合 P1, P2 が、それぞれ R1 = P1[c, d]および R2 = P2[c
′, d′]と

いう形の同型な部分順序集合をもつとき、それらは重複をもつという（c = d, c′ = d′ の場合も含む）。
このとき、この同型は各集合の元にラベル付けされている整数の通常の意味での順序と整合的でなけ
ればならないことを強調しておく。すなわち、ハッセ図上で対応する部分の頂点を左から順番に見た
ときに同じ形状をしていなければならない（鏡写しになっていてはいけない）。
さらに、次の条件を満たすとき、この重複を交差重複という：

• R1 は P1 の順序関係で上に閉じており、R2 は P2 の順序関係で下に閉じている。
• c = 1と c′ = 1が同時に成り立つことはない。
• d = h1 と d′ = h2 が同時に成り立つことはない。ただし hi = |Pi|である。

定義 6.2.2. 交差重複 R1 = P1[c, d] ∼= P2[c
′, d′] = R2 をもつ二つのフェンス型順序集合 P1, P2 が与

えられているとする。P1 と P2 の 0 型解消を次の 4 つのフェンス型順序集合 {P3, P4, P5, P6} で定
義する。ただし P3, P4, P5, P6 は次のように定める。
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• P3 を P1[1, d] ∪ P2[d
′ + 1, h2] 上の順序集合とし、誘導されるすべての順序関係に加えて

P1(d)⋖ P2(d
′ + 1)を課す。

• P4 を P2[1, d
′] ∪ P1[d + 1, h1] 上の順序集合とし、誘導されるすべての順序関係に加えて

P2(d
′)⋗ P1(d+ 1)を課す。

• P5 の構成は cおよび c′ に依存する。
– c > 1かつ c′ > 1の場合、P5 を P1[1, c− 1] ∪ P2[1, c

′ − 1]上の順序集合とし、誘導され
るすべての順序関係に加えて P1(c− 1)⋗ P2(c

′ − 1)を課す。
– c = 1（したがって c′ > 1）の場合 P2(v) 6≺ P2(c

′ − 1)を満たす最大の整数 v < c′ − 1が
存在すればそれをとり、存在しなければ v = 0 とする。P5 を誘導部分順序集合 P2[1, v]

とする。
– c′ = 1（したがって c > 1）の場合、P1(u) 6� P1(c− 1)を満たす最大の整数 u < c− 1が
存在すればそれをとり、存在しなければ u = 0とする。P5 を誘導部分順序集合 P1[1, u]

とする。
• P6 の構成は dおよび d′ に依存する。

– d < h1 かつ d′ < h2 の場合、P6 を P1[d+1, h1]∪P2[d
′ +1, h2]上の順序集合とし、誘導

されるすべての順序関係に加えて P1(d+ 1)⋗ P2(d
′ + 1)を課す。

– d = h1（したがって d′ < h2）の場合、P2(v) 6≺ P2(d
′+1)を満たす最小の整数 v > d′+1

が存在すればそれをとり、存在しなければ v = h2 + 1 とする。P6 を誘導部分順序集合
P2[v, h2]とする。

– d′ = h2（したがって d < h1）の場合、P1(u) 6� P1(d+1)を満たす最小の整数 u > d+1

が存在すればそれをとり、存在しなければ u = h1 + 1 とする。P6 を誘導部分順序集合
P1[u, h1]とする。

定理 6.2.3. 交差重複をもつフェンス型順序集合 P1 と P2 に対して、その 0型解消 {P3, P4, P5, P6}
をとる。N(P(a1,...,an)) := N(a1, . . . , an)とかくことにすると、次が成立する：

N(P1)N(P2) = N(P3)N(P4) +N(P5)N(P6). (6.2.1)

定理を証明するために、切り替え点の概念を導入する。

定義 6.2.4. フェンス型順序集合 P1, P2 が P1[c, d] ∼= P2[c
′, d′] の重複を持つとする。ここで、

d − c = mであるとしておく。この重複と任意の順序イデアル (I1, I2) ∈ J (P1) × J (P2)に対し切
り替え点を次で定義する：

κ(I1, I2) := min
{
i ∈ {0, . . . ,m}

∣∣∣ P1(c+ i) ∈ I1 ⇐⇒ P2(c
′ + i) ∈ I2

}
,

ただしそのような iが存在しない場合は「切り替え点は存在しない」と定める。

このとき、次の補題が成立する。

補題 6.2.5. 同型なフェンス型順序集合 P1, P2 をとる。I1 ∈ J (P1)、I2 ∈ J (P2)に対し、I1 と I2

の切り替え点 κ(I1, I2)が存在しないのは、

(I1, I2) = (P1, ∅) または (I1, I2) = (∅, P2)

の場合に限る。
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証明. 切り替え点が存在しないと仮定する。まず P1(1) ∈ I1, P2(1) /∈ I2 の場合を考える。このと
き P1(2) /∈ I1 は起こりえない。実際、P1(2) /∈ I1 ならば P1(1) ⋖ P1(2) なので、P1

∼= P2 から
P2(1)⋖ P2(2)であり、ここで I2 がイデアルであることにより P2(2) ∈ I2 とすると P2(1) ∈ I2 でな
ければならず、P2(1) /∈ I2 の仮定に反する。P2(2) /∈ I2 とすると今度は切り替え点が存在しないと
いう仮定に反する。また、同様の理由で P2(2) ∈ I2 も起こり得ない。従って P1(2) ∈ I1, P2(2) /∈ I2

である。以後同様に i = 3, 4, . . . と順に繰り返すと、切り替え点が存在しないためにはすべての i

について P1(i) ∈ I1, P2(i) /∈ I2 が必要である。よって I1 = P1 かつ I2 = ∅ が従う。反対の場合
(I1, I2) = (∅, P2)は P1 と P2 の役割を入れ替えることで同様に示せる。また、逆向きの隣接関係か
ら始まる場合も、上向きと下向きを入れ替えて同じ議論を行えばよい。

定理 6.2.3の証明. 全単射 J (P1)×J (P2) → (J (P3)×J (P4))t (J (P5)×J (P6))を構成すれば、
両辺の元の個数の比較によって等式が成り立つことがわかる。以下、2つのケースに分けて証明する。
ケース 1：c > 1, c′ > 1, d < h1, d

′ < h2 の場合. J (P1) × J (P2) = A t B と分解し、
A と J (P3) × J (P4) の間と、B と J (P5) × J (P6) の間にそれぞれ全単射を構成する。A は
A = A1 tA2 tA3 tA4 で与えられる。ただし、

A1 := {(I1, I2) ∈ J (P1)× J (P2) | I1 ∩R1, I2 ∩R2 に切り替え点が存在する } ,
A2 := {(I1, I2) ∈ J (P1)× J (P2) | I1 ∩R1 = ∅, I2 ∩R2 = R2},
A3 := {(I1, I2) ∈ J (P1)× J (P2) | I1 ∩R1 = R1, I2 ∩R2 = ∅, P1(d+ 1) ∈ I1, P2(d

′ + 1) /∈ I2},

A4 :=

{
(I1, I2) ∈ J (P1)× J (P2)

∣∣∣∣∣ I1 ∩R1 = R1, I2 ∩R2 = ∅, P1(c− 1) ∈ I1, P2(c
′ − 1) /∈ I2,

P1(d+ 1) ∈ I1 ⇒ P2(d
′ + 1) ∈ I2

}

B :=

{
(I1, I2) ∈ J (P1)× J (P2)

∣∣∣∣∣ I1 ∩R1 = R1, I2 ∩R2 = ∅, P1(c− 1) ∈ I1 ⇒ P2(c
′ − 1) ∈ I2,

P1(d+ 1) ∈ I1 ⇒ P2(d
′ + 1) ∈ I2

}
である。これで J (P1)×J (P2)全体を尽くすことは、補題 6.2.5から切り替え点が存在しない場合が
I1∩R1 = R1, I2∩R2 = ∅または I1∩R1 = ∅, I2∩R2 = R2しかないことから従う（A2tA3tA4tB

が切り替え点が存在しない場合をすべて尽くしている）。
まず Φ1 : A → J (P3)× J (P4)を定める。P3 および P4 は P1 または P2 の部分順序集合を貼り合
わせて得られるので、P3, P4 の各元は P1 または P2 の元に自然に対応する。そこで P3(i, j), P4(i, j)

を Pi のラベル j に対応する P3, P4 の元として表すことにする。ただし、交差重複部分については同
じ頂点に i = 1, 2の場合の両方の表示が存在することに注意せよ。
以後この対応を用いて、任意の順序イデアルのペア (I1, I2) ∈ Aに対し (I3, I4) ∈ J (P3)× J (P4)

を以下のように定める。P1, P2 の交差重複部分を R1 ⊂ P1, R2 ⊂ P2 とする。P3, P4 における対応
部分を R3 ⊂ P3, R4 ⊂ P4 と書く。まず

Iout3 ⊂ P3 \R3, Iout4 ⊂ P4 \R4

を次で定める：

P3(i, j) ∈ Iout3 ⇐⇒ P3(i, j) ∈ P3 \R3 かつ、i = 1のとき P1(j) ∈ I1、i = 2のとき P2(j) ∈ I2

P4(i, j) ∈ Iout4 ⇐⇒ P4(i, j) ∈ P4 \R4 かつ、i = 1のとき P1(j) ∈ I1、i = 2のとき P2(j) ∈ I2

したがって、以後は重複部分の所属 I3 ∩R3, I4 ∩R4 のみを場合分けして与え、

I3 := Iout3 ∪ (I3 ∩R3), I4 := Iout4 ∪ (I4 ∩R4)
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によって (I3, I4) ∈ J (P3)×J (P4)を構成する。まず (I1, I2) ∈ A1 とし、R1, R2 上の切り替え点の
ラベルを、P1 側で k、P2 側で k′ とする。このとき R3（および R4）上の所属は、切り替え点を境に
P1 由来部分と P2 由来部分を入れ替えることで定める。すなわち、

P3(1, j) ∈ I3 ⇐⇒ P1(j) ∈ I1 (1 ≤ j ≤ k − 1)

P3(2, j) ∈ I3 ⇐⇒ P2(j) ∈ I2 (k′ ≤ j ≤ h2)

かつ

P4(2, j) ∈ I4 ⇐⇒ P2(j) ∈ I2 (1 ≤ j ≤ k′ − 1)

P4(1, j) ∈ I4 ⇐⇒ P1(j) ∈ I1 (k ≤ j ≤ h1)

とする。この定め方により、切り替え点近傍で下に閉じる性質が保たれ、さらに外側は I1, I2 の下に
閉じる性質を受け継ぐので、I3, I4 はいずれも順序イデアルである。
次に A2, A3, A4 についても、交差重複部分の外側は上で定めた Iout3 , Iout4 のままとし、交差重複部
分の所属のみを次で与える：

• (I1, I2) ∈ A2 のとき、I3 ∩R3 = R3, I4 ∩R4 = ∅ と定める。
• (I1, I2) ∈ A3 のとき、I3 ∩R3 = ∅, I4 ∩R4 = R4 と定める。
• (I1, I2) ∈ A4 のとき、I3 ∩R3 = R3, I4 ∩R4 = ∅ と定める。

以上により、各 (I1, I2) ∈ A = A1 tA2 tA3 tA4 に対し、Φ1(I1, I2) = (I3, I4)が構成される。
次に写像 Φ2 : B → J (P5)×J (P6)を構成する。P5∪P6は P1∪P2からR1, R2を取り除いた頂点
に対応する形で定まっているので、(I1, I2) ∈ Bが与えられたときに (I1 \ (I1∩R1))∪ (I2 \ (I2∩R2))

に対応する P5 の元全体を I5、P6 の元全体を I6 と定める。このとき、P5, P6 の定め方と B の条
件から I5, I6 は順序イデアルとなる。そこで、Φ2(I1, I2) = (I5, I6) とする。以上から A t B で
(J (P3) × J (P4)) t (J (P5) × J (P6))への写像 Φ := Φ1 t Φ2 が定まった。これが全単射であるこ
とを示す。
そのために、逆写像 Ψ を構成しよう。ここで 〈x〉 は x が生成する順序イデアルを表す。まず

Ψ1 : J (P3) × J (P4) → J (P1) × J (P2) を定める。J (P3) × J (P4) を次の A′
1, A

′
2, A

′
3, A

′
4 に分割

する。

A′
1 := {(I3, I4) ∈ J (P3)× J (P4) | I3 ∩R3 と I4 ∩R4 の間に切り替え点が存在する },

A′
2 := {(I3, I4) ∈ J (P3)× J (P4) | I3 ∩R3 = R3, I4 ∩R4 = ∅, P4(1, d+ 1) ∈ I4, P3(2, d

′ + 1) /∈ I3},
A′

3 := {(I3, I4) ∈ J (P3)× J (P4) | I3 ∩R3 = ∅, I4 ∩R4 = R4},
A′

4 := {(I3, I4) ∈ J (P3)× J (P4) | I3 ∩R3 = R3, R4 ∩ I4 = ∅, P4(1, d+ 1) ∈ I4 ⇒ P3(2, d
′ + 1) ∈ I3}.

P3 および P4 は P1 と P2 の部分順序集合を貼り合わせて得られるので、P1 \ R1 および P2 \ R2 の
各元は、それぞれ P3 \ R3 または P4 \ R4 の元に自然に対応する。以後この対応を用いて、任意の
(I3, I4) ∈ J (P3)× J (P4)に対し、まず外側部分

Iout1 ⊂ P1 \R1, Iout2 ⊂ P2 \R2

を次で定める：

x ∈ Iout1 ⇐⇒ x ∈ P1 \R1 に対応する P3 または P4 の元が、それぞれ I3 または I4 に属する
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y ∈ Iout2 ⇐⇒ y ∈ P2 \R2 に対応する P3 または P4 の元が、それぞれ I3 または I4 に属する

したがって、以後は交差重複部分の所属 I1 ∩R1, I2 ∩R2 のみを場合分けして与え、

I1 := Iout1 ∪ (I1 ∩R1), I2 := Iout2 ∪ (I2 ∩R2)

によって (I1, I2) ∈ J (P1)× J (P2)を構成する。
以下、(I3, I4)が属する部分集合 A′

1, A
′
2, A

′
3, A

′
4 ⊂ J (P3)× J (P4)に応じて、R1, R2 上の所属を

以下のように定めて (I1, I2)を構成する。

• (I3, I4) ∈ A′
1 のとき：R3, R4 上の最初の切り替え点のラベルを、P3 側で k、P4 側で k′ とす

る。このとき R1, R2 の元の所属を

P1(j) ∈ I1 :⇐⇒ P3(1, j) ∈ I3 (1 ≤ j ≤ k − 1),

P1(j) ∈ I1 :⇐⇒ P4(1, j) ∈ I4 (k ≤ j ≤ h1),

P2(j) ∈ I2 :⇐⇒ P4(2, j) ∈ I4 (1 ≤ j ≤ k′ − 1),

P2(j) ∈ I2 :⇐⇒ P3(2, j) ∈ I3 (k′ ≤ j ≤ h2)

により定める。
• (I3, I4) ∈ A′

2 のとき、I1 ∩R1 = ∅, I2 ∩R2 = R2 と定める。
• (I3, I4) ∈ A′

3 のとき、I1 ∩R1 = R1, I2 ∩R2 = ∅ と定める。
• (I3, I4) ∈ A′

4 のとき、I1 ∩R1 = R1, I2 ∩R2 = ∅ と定める。

以上により、Ψ1(I3, I4) = (I1, I2)とすると、任意の iで Ψ1(A
′
i) ⊂ Ai となるので (確認は読者に

委ねる)、とくに Ψ1 : J (P3)×J (P4) → Aが定まる。次に、Ψ2 : J (P5)×J (P6) → B を構成する。
P5 ∪P6 は P1 ∪P2 から R1, R2 の頂点を取り除いたものに自然に対応しているので、P5 ∪P6 の各元
は (P1 \R1) ∪ (P2 \R2)の元に自然に対応する。任意の (I5, I6) ∈ J (P5)× J (P6)に対し、

S := I5 ∪ I6 ⊂ P5 ∪ P6

とおく。上の自然な対応により S を (P1 \R1) ∪ (P2 \R2)の部分集合とみなし、

I1 :=
(
S ∩ (P1 \R1)

)
∪R1, I2 := S ∩ (P2 \R2)

と定める（ここで R1 を加えるのは、B の定義において R1 ⊂ I1 が要求されるためである）。こ
のとき (I1, I2) ∈ J (P1) × J (P2) となり、写像 Ψ2 : J (P5) × J (P6) → B が定まる。以上から
Ψ := Ψ1 tΨ2 : (J (P3)×J (P4)) t (J (P5)×J (P6)) → J (P1)×J (P2)が定まった。Ψが Φの逆
写像であることは対応を追いかければわかる。よって示された。
ケース 2：それ以外の場合. 証明方針はケース 1と同じである。ただしA1, A2, A3, A4, B,A′

1, A
′
2, A

′
3, A

′
4

の条件が少し異なる（いずれもケース 1の自然な拡張である）。

• c = 1のとき：A4 の条件のうち「P1(c− 1) ∈ I1」がなくなり、B の条件のうち「P1(c− 1) ∈
I1 ⇒ P2(c

′ − 1) ∈ I2」が「P2(c
′ − 1) ∈ I2」となる。

• c′ = 1のとき：A4 の条件のうち「P2(c
′− 1) /∈ I2」がなくなり、B の条件のうち「P1(c− 1) ∈

I1 ⇒ P2(c
′ − 1) ∈ I2」が「P1(c− 1) /∈ I1」となる。
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• d = h1のとき：A3の条件のうち「P1(d+1) ∈ I1」がなくなり、A4の条件のうち「P1(d+1) ∈
I1 ⇒ P2(d

′ + 1) ∈ I2」が「P2(d
′ + 1) ∈ I2」となる。B の条件のうち「P1(d + 1) ∈ I1 ⇒

P2(d
′ + 1) ∈ I2」が「P2(d

′ + 1) ∈ I2」となる。A′
2 の条件のうち「P4(1, d+ 1) ∈ I4」がなく

なり、A′
4 の条件のうち「P4(1, d+ 1) ∈ I4 ⇒ P3(2, d

′ + 1) ∈ I3」が「P3(2, d
′ + 1) ∈ I3」と

なる。
• d′ = h2のとき：A3の条件のうち「P2(d

′+1) /∈ I2」がなくなり、A4の条件のうち「P1(d+1) ∈
I1 ⇒ P2(d

′ + 1) ∈ I2」が「P1(d + 1) /∈ I1」となる。B の条件のうち「P1(d + 1) ∈ I1 ⇒
P2(d

′ + 1) ∈ I2」が「P1(d+ 1) /∈ I1」となる。A′
2 の条件のうち「P3(2, d

′ + 1) /∈ I3」がなく
なり、A′

4 の条件のうち「P4(1, d+ 1) ∈ I4 ⇒ P3(2, d
′ + 1) ∈ I3」が「P4(1, d+ 1) /∈ I4」と

なる。

ここで端点に空の区間が現れる場合は上の規約 P [i, j] = ∅に従って読む。この規約のもとでは、構
成した写像と逆写像は境界の場合にも順序イデアル条件を保ち、互いに逆であることはケース 1と同
じ確認で従う。以上により示された。

例 6.2.6. P1 := P(2,2,1), P2 := P(1,2,2) とおき、R1 := P1[2, 3], R2 := P2[2, 3] を考える。このとき、
P1, P2 のハッセ図は次のようになる：

P1 : 11

21

31

41

P2 :

12

22

32

42

R1, R2 はともに 2 頂点からなる鎖であり（赤で示した部分）、R1 は P1 で上に閉じ、R2 は P2 で下
に閉じているのでこれは交差重複である。
このとき h1 = h2 = 4, (c, d, c′, d′) = (2, 3, 2, 3) であり、0 型解消 {P3, P4, P5, P6} は

P3 : P1[1, 3] ∪ P2[4, 4] に P1(3)⋖ P2(4) を課したもの,

P4 : P2[1, 3] ∪ P1[4, 4] に P2(3)⋗ P1(4) を課したもの,

P5 : P1[1, 1] ∪ P2[1, 1] に P1(1)⋗ P2(1) を課したもの,

P6 : P1[4, 4] ∪ P2[4, 4] に P1(4)⋗ P2(4) を課したもの

であるからハッセ図は以下のようになる。

P3 :

11

21

31

42
P4 :

12

22

32

41

P5 :
11

12

P6 :
41

42

また

N(P1) = N(2, 2, 1) = 7, N(P2) = N(1, 2, 2) = 7, N(P3) = N(2, 1, 2) = 8,

N(P4) = 5, N(P5) = N(P6) = 3

なので
N(P1)N(P2) = 7 · 7 = 49 = 8 · 5 + 3 · 3 = N(P3)N(P4) +N(P5)N(P6)
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となり定理 6.2.3も確かめられる。

定義 6.2.7. 2つのフェンス型順序集合 P1, P2 が与えられているとする。P2(i)⋗P2(i+1)を満たす
1 ≤ i < h2 := |P2| を選ぶ。このとき、iに関する P1 と P2 の 1型解消を 4つのフェンス型順序集合
{P3, P4, P5, P6} として定める。ただし P3, P4, P5, P6 は次で定める。

• P3 を P1 ∪P2[1, i]上の順序集合とし、誘導されるすべての順序関係に加えて P2(i)⋖P1(1)を
課す。

• v > iを、存在するならば P2(i) 6� P2(v)を満たす最小の整数とし、存在しなければ v = h2+1

とする。P4 を P2 の部分順序集合 P2[v, h2]とする。
• P5 を P1 ∪P2[i+1, h2]上の順序集合とし、誘導されるすべての順序関係に加えて P2(i+1)⋗
P1(1)を課す。

• u < iを、存在するならば P2(i) 6≺ P2(u)を満たす最大の整数とし、存在しなければ u = 0と
する。P6 を P2 の部分順序集合 P2[1, u]とする。

定理 6.2.8. フェンス型順序集合 P1 と P2 に対して、その 1型解消を {P3, P4, P5, P6}とする。この
とき次が成立する：

N(P1)N(P2) = N(P3)N(P4) +N(P5)N(P6). (6.2.2)

証明. 全単射 J (P1)×J (P2) → (J (P3)×J (P4))t (J (P5)×J (P6))を構成すれば、両辺の元の個
数の比較によって等式が成り立つことがわかる。まず J (P1)×J (P2) = A tB と分割する。ただし

A = {(I1, I2) ∈ J (P1)× J (P2) | P2(i+ 1) ∈ I2 かつ 「P1(1) ∈ I1 ⇒ P2(i) ∈ I2」}
B = {(I1, I2) ∈ J (P1)× J (P2) | P2(i+ 1) /∈ I2 または 「P1(1) ∈ I1 かつ P2(i) /∈ I2」}

とする。Φ1 : A → J (P3) × J (P4) を定める。任意の順序イデアルのペア (I1, I2) ∈ A に対して
(I3, I4) ∈ J (P3)× J (P4)を次で与える。

x ∈ I3 ⇐⇒ xに対応する P1 または P2 の元が I1 または I2 に属する
y ∈ I4 ⇐⇒ y に対応する P2 の元が I2 に属する

このとき、I3 と I4 は集合 A の条件からそれぞれ P3, P4 の順序イデアルである。これを用いて
Φ1(I1, I2) = (I3, I4)で Φ1 : A → J (P3)× J (P4)を定義する。
同様に、Φ2 : B → J (P5) × J (P6) を定める。任意の順序イデアルのペア (I1, I2) ∈ B に対して

(I5, I6) ∈ J (P5)× J (P6)を次で与える。

x ∈ I5 ⇐⇒ xに対応する P1 または P2 の元が I1 または I2 に属する
y ∈ I6 ⇐⇒ y に対応する P2 の元が I2 に属する

このとき、I5 と I6 は集合 B の条件からそれぞれ P5, P6 の順序イデアルである。これを用いて
Φ2(I1, I2) = (I5, I6) で Φ2 : B → J (P5) × J (P6) を定義する。以上から A t B で (J (P3) ×
J (P4)) t (J (P5)× J (P6))への写像 Φ := Φ1 t Φ2 が定まった。これが全単射であることを示す。
そのために、逆写像 Ψを構成しよう。任意の順序イデアルのペア (I3, I4) ∈ J (P3)× J (P4)に対
して (I1, I2) ∈ J (P1)× J (P2)を次で与える。

P1(j) ∈ I1 :⇐⇒ P3(1, j) ∈ I3
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P2(j) ∈ I2 :⇐⇒ P2(j) ∈ 〈P2(i+ 1)〉または P3(2, j) ∈ I3 または P4(2, j) ∈ I4

このとき、I1 と I2 はそれぞれ P1, P2 の順序イデアルである。これを用いて Ψ1(I3, I4) = (I1, I2)で
Ψ1 : J (P3)×J (P4) → J (P1)×J (P2)を定義する。このとき特に、Ψ1 の定め方から Ψ1(J (P3)×
J (P4)) ⊂ Aであることが確かめられる。
同様に、Ψ2 : J (P5)×J (P6) → Bを定める。任意の順序イデアルのペア (I5, I6) ∈ J (P5)×J (P6)

に対して (I1, I2) ∈ J (P1)× J (P2)を次で与える。

P1(j) ∈ I1 :⇐⇒ P5(1, j) ∈ I5

P2(j) ∈ I2 :⇐⇒ j ≥ i+ 1かつ P5(2, j) ∈ I5、または j ≤ iかつ P6(j) ∈ I6

このとき、I1 と I2 はそれぞれ P1, P2 の順序イデアルである。これを用いて Ψ2(I5, I6) = (I1, I2)で
Ψ2 : J (P5)×J (P6) → J (P1)×J (P2)を定義する。このときとくに、Ψ2の定め方からΨ2(J (P5)×
J (P6)) ⊂ B であることが確かめられる。以上から Ψ := Ψ1 t Ψ2 : (J (P3) × J (P4)) t (J (P5) ×
J (P6)) → A t B が定まった。Φと Ψが互いに逆写像であることは対応を追いかければわかる。以
上から示された。

例 6.2.9. P1 := P(2,1), P2 := P(2,2,2) とおき、i = 2 とする。このとき P2(2) ⋗ P2(3) である。
P1, P2 のハッセ図は次のようになる：

P1 :

11

21
P2 : 12

22

32

42

52

したがって、i = 2 に関する P1 と P2 の 1 型解消を考えることができる（解消のための条件となっ
ている P2 側の局所順序を赤色で提示している）。このとき、P2(2) 6⋗ P2(v) を満たす最小の v > 2

は v = 5 であり、また P2(2) 6⋖ P2(u) を満たす最大の u < 2 は u = 1 である。よって、1 型解消
{P3, P4, P5, P6} は

P3 : P1 ∪ P2[1, 2] に P2(2)⋖ P1(1) を課したもの,

P4 := P2[5, 5],

P5 : P1 ∪ P2[3, 5] に P2(3)⋗ P1(1) を課したもの,

P6 := P2[1, 1]

であるから、ハッセ図は以下のようになる。

P3 :

12

22

11

21

P4 : 52 P5 :
52

42

32

11

21
P6 : 12

したがって

N(P1) = N(2, 1) = 3, N(P2) = N(2, 2, 2) = 12, N(P3) = N(5) = 5,

N(P4) = N(1, 1) = 2, N(P5) = N(2, 1, 1, 2) = 13, N(P6) = N(1, 1) = 2
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となる。よって

N(P1)N(P2) = 3 · 12 = 36 = 5 · 2 + 13 · 2 = N(P3)N(P4) +N(P5)N(P6)

となり、たしかに定理 6.2.8の等式が成り立つ。

定義 6.2.10. 2つのフェンス型順序集合 P1, P2 が与えられているとする。このとき、P1 と P2 の 2

型解消を 4 つのフェンス型順序集合 {P3, P4, P5, P6} として定める。ただし、P3, P4, P5, P6 は次で
定める。

• P3 を P1 ∪ P2 上の順序集合とし、誘導されるすべての順序関係に加えて P1(1) ⋗ P2(1) を
課す。

• P4 を空集合とする。
• h1 := |P1| とおく。v を、存在するならば v > 1 かつ P1(1) 6� P1(v) を満たす最小の整数と
し、存在しなければ v = h1 + 1 とする。P5 を v ≤ h1 のとき P1 の部分順序集合 P1[v, h1]、
v = h1 + 1のとき空集合とする。

• h2 := |P2|とおく。uを、存在するならば u > 1かつ P2(1) 6≺ P2(u) を満たす最小の整数と
し、存在しなければ u = h2 + 1 とする。P6 を u ≤ h2 のとき P2 の部分順序集合 P2[u, h2]、
u = h2 + 1のとき空集合とする。

定理 6.2.11. フェンス型順序集合 P1 と P2 に対してその 2型解消を {P3, P4, P5, P6}とする。この
とき次が成立する：

N(P1)N(P2) = N(P3)N(P4) +N(P5)N(P6). (6.2.3)

証明. 全単射 J (P1)×J (P2) → (J (P3)×J (P4))t (J (P5)×J (P6))を構成すれば、両辺の元の個
数の比較によって等式が成り立つことがわかる。まず J (P1)×J (P2) = A tB と分割する。ただし

A = {(I1, I2) ∈ J (P1)× J (P2) | P1(1) ∈ I1 ⇒ P2(1) ∈ I2}
B = {(I1, I2) ∈ J (P1)× J (P2) | P1(1) ∈ I1 かつ P2(1) /∈ I2}

とする。Φ1 : A → J (P3) × J (P4) を定める。任意の順序イデアルのペア (I1, I2) ∈ A に対して
(I3, I4) ∈ J (P3)× J (P4)を次で与える。I4 = ∅とし、

x ∈ I3 ⇐⇒ xに対応する P1 または P2 の元が I1 または I2 に属する

このとき、I3 と I4 は集合 A の条件からそれぞれ P3, P4 の順序イデアルである。これを用いて
Φ1(I1, I2) = (I3, I4)で Φ1 : A → J (P3)× J (P4)を定義する。
同様に、Φ2 : B → J (P5) × J (P6) を定める。任意の順序イデアルのペア (I1, I2) ∈ B に対して

(I5, I6) ∈ J (P5)× J (P6)を次で与える。

x ∈ I5 ⇐⇒ xに対応する P1 の元が I1 に属する
y ∈ I6 ⇐⇒ y に対応する P2 の元が I2 に属する

このとき、I5 と I6 は集合 B の条件からそれぞれ P5, P6 の順序イデアルである。これを用いて
Φ2(I1, I2) = (I5, I6) で Φ2 : B → J (P5) × J (P6) を定義する。以上から A t B で (J (P3) ×
J (P4)) t (J (P5)× J (P6))への写像 Φ := Φ1 t Φ2 が定まった。これが全単射であることを示す。
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そのために、逆写像 Ψを構成しよう。任意の順序イデアルのペア (I3, I4) ∈ J (P3)× J (P4)に対
して (I1, I2) ∈ J (P1)× J (P2)を次で与える。

P1(j) ∈ I1 :⇐⇒ P3(1, j) ∈ I3

P2(j) ∈ I2 :⇐⇒ P3(2, j) ∈ I3

このとき、I1 と I2 はそれぞれ P1, P2 の順序イデアルである。これを用いて Ψ1(I3, I4) = (I1, I2)で
Ψ1 : J (P3)×J (P4) → J (P1)×J (P2)を定義する。このとき特に、Ψ1 の定め方から Ψ1(J (P3)×
J (P4)) ⊂ Aであることが確かめられる。
同様に、Ψ2 : J (P5)×J (P6) → B を定める。ここで 〈P1(1)〉は P1(1)によって生成される主順序

イデアル、すなわち
{x ∈ P1 | x � P1(1)}

を表す。任意の順序イデアルのペア (I5, I6) ∈ J (P5) × J (P6)に対して (I1, I2) ∈ J (P1) × J (P2)

を次で与える。

P1(j) ∈ I1 :⇐⇒ P1(j) ∈ 〈P1(1)〉または P5(1, j) ∈ I5

P2(j) ∈ I2 :⇐⇒ P6(j) ∈ I6

このとき、I1 と I2 はそれぞれ P1, P2 の順序イデアルである。これを用いて Ψ2(I5, I6) = (I1, I2)で
Ψ2 : J (P5)×J (P6) → J (P1)×J (P2)を定義する。このときとくに、Ψ2の定め方からΨ2(J (P5)×
J (P6)) ⊂ B であることが確かめられる。以上から Ψ := Ψ1 t Ψ2 : (J (P3) × J (P4)) t (J (P5) ×
J (P6)) → A t B が定まった。Φと Ψが互いに逆写像であることは対応を追いかければわかる。以
上から示された。

例 6.2.12. P1 := P(2,1), P2 := P(2,2,2) とおき、

R1 := P1[2, 2], R2 := P2[1, 1]

を考える。このとき、P1, P2 のハッセ図は次のようになる：

P1 :

11

21
P2 : 12

22

32

42

52

このとき、P1(1) 6⋗ P1(v) を満たす最小の v > 1 は v = 2 であり、また P2(1) 6⋖ P2(u) を満たす最
小の u > 1 は u = 3 である。よって、2 型解消 {P3, P4, P5, P6} は

P3 : P1 ∪ P2 に P1(1)⋗ P2(1) を課したもの,

P4 := ∅,
P5 := P1[2, 2],

P6 := P2[3, 5]

であるから、ハッセ図は以下のようになる。
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P3 :

21

11

12

22

32

42

52

P4 : ∅ P5 : 21 P6 :
32

42

52

したがって

N(P1) = N(2, 1) = 3, N(P2) = N(2, 2, 2) = 12, N(P3) = N(3, 1, 2, 2) = 26,

N(P4) = 1, N(P5) = N(1, 1) = 2, N(P6) = N(2, 2) = 5

となる。よって

N(P1)N(P2) = 3 · 12 = 36 = 26 · 1 + 2 · 5 = N(P3)N(P4) +N(P5)N(P6)

となり、たしかに定理 6.2.11 の等式が成り立つ。

等式 (6.2.1),(6.2.2),(6.2.3) はすべて同じ形をしているが、これらをまとめてスケイン関係式と呼
ぶ。次の節で R2 上の曲線とフェンス型順序集合を対応させるが、この対応において P1 と P2 に対応
する曲線は交差しており、P3, P4, P5, P6 がこの交差を（結び目の意味での）スケイン関係式によっ
て解消するときに出てくる 4つの曲線に対応しているため、この名前がついている（詳細は次節で述
べる）。

6.3 曲線の一般化マルコフ長と一般化マルコフ距離
(k1, k2, k3) ∈ Z3

≥0 および σ ∈ S3 を固定する。まず、R2 上の次の (1)～(4)で与えられる場所に点
を配置する：

(1) すべての格子点 (a, b) ∈ Z2

(2) kσ(1) 6= 0ならば、任意の (a, b) ∈ Z2 を用いて (a2 , b)と表される点
(3) kσ(2) 6= 0ならば、任意の (a, b) ∈ Z2 を用いて (a2 ,

b
2 )と表される点

(4) kσ(3) 6= 0ならば、任意の (a, b) ∈ Z2 を用いて (a, b
2 )と表される点

さらに、格子点を通る傾き 0,−1,∞の直線をすべて考え、これによって R2 を三角形に分割する。こ
のようにして得られる三角形分割された点付き平面を R̃2 とかくことにする。R̃2 上の辺とは、R̃2 の
三角形分割を構成する直線のうち、R̃2 の点から次の点までの区間のことを指すこととする。ここで
の辺は、三角形分割を構成する最小の三角形の 1辺とは限らず、中点を境に 2つに分断されている場
合があることに注意せよ。
γ を R̃2 上に両方の端点を持つ R̃2 上の曲線（このような曲線を、以下単に曲線片という）とする。

本稿では、曲線片 γ は次の条件を満たすと仮定する：

• γ の内部は R̃2 の点を通らない。
• γ が R̃2 の辺と交わるときは共有部分が一点であり、また横断する（別の三角形に移る）。
• γ は自己交差を有限個しかもたない。

この節では曲線片の中でも両端点が R̃2 上の格子点（すなわち Z2 に属する点）に一致しているもの
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を扱う。

定義 6.3.1. γ を R̃2 内の曲線片とする。γ の両端点が格子点であり、かつ γ が R̃2 の同じ辺と連続
して二度交わらないとき、γ を一般弧と呼ぶ。

この一般弧 γ から有限数列を構成することを考えよう。そのためにまず、γ を通る R̃2 上の三角形
と辺に符号 {+,−}を対応させる次の操作を考える。

定義 6.3.2. γ を R̃2 上の向き付けられた一般弧とする。

(1) γ の端点が格子点であるとき、この格子点を一つの頂点にもつ三角形で、かつ γ がその頂点に
対向する（三角形の）辺と交わるものに対し、符号 (−)または (+)を割り当てる（図 6.1参
照）。対向する辺以外の辺と交わる場合は符号を振らない。この規則を γ の端点規則と呼ぶ。

< >

> < >

<
> < < >

<

>

図 6.1 −または +を割り当てる直角三角形

なお割り当てる符号は各三角形に対して −,+のどちらであってもよい（どちらでものちの議
論に影響しないことに注 6.3.5で言及する）。

(2) γ と交わる R̃2 内の各三角形に対し、次の規則により {+,−}の符号を割り当てる：
(i) γ で切断したときに得られる左側の部分が四角形になる三角形には符号 (−) を割り当て
る（図 6.2参照）。

<

<

>

>

>

<

図 6.2 −を割り当てる直角三角形

(ii) それ以外のすべての三角形には符号 (+)を割り当てる（図 6.3参照）。

>

>

<

<

<

>

図 6.3 +を割り当てる直角三角形

この規則を γ の三角形横断規則と呼ぶ。
(3) γ の内部と交わる三角形に含まれる各辺に対し、次の規則で符号を割り当てる：

(i) 各水平辺（対角辺、垂直辺）について、その中点が γ の左側に位置するとき、kσ(1) 個
（kσ(2) 個、kσ(3) 個）のマイナス符号 (−)を割り当てる（図 6.4参照）。

< > < > < >

図 6.4 −を割り当てる辺
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(ii) 各水平辺（対角辺、垂直辺）について、その中点が γ の右側に位置するとき、kσ(1) 個
（kσ(2) 個、kσ(3) 個）のプラス符号 (+)を割り当てる（図 6.5参照）。

>
<

>

<

>

<

図 6.5 +を割り当てる辺

(iii) 辺を通過した後三角形を通過せずにすぐ隣の辺を通過するケース（図 6.6, 6.7）では例外
的に、この 2 つの辺に割り当てる符号の種類 {+,−} を (i),(ii) のルールに従って決定し
（このとき 2つの辺に対する符号の種類は同じである）、これらの符号を 2つの辺が水平辺
（対角辺、垂直辺）の場合にそれぞれ kσ(1) − 1個（kσ(2) − 1個、kσ(3) − 1個）ずつ割り
当て、さらに 2 つの辺が共有する点にそれらの符号と異なる符号を 1 個割り当てる。な
お kσ(i) = 0ならば対応する辺の中点は R̃2 上の点ではないため、同じ辺に続けて交わら
ないという一般弧の定義からこの状況はそもそも起こり得ないことに注意せよ。

<

<

<

<

<

<

図 6.6 例外処理（−+−型）
>

>

>

>

>

>

図 6.7 例外処理（+−+型）

この規則を (k1, k2, k3, σ)に対する γ の辺横断規則と呼ぶ。

(k1, k2, k3) ∈ Z3
≥0 および σ ∈ S3 を固定し、γ を一般弧とする。次の手順により符号列 s(γ)を定

義する：

(1) 端点規則、三角形横断規則、辺横断規則により三角形と辺に割り当てられた符号を γ が通過す
る順に並べる（辺横断規則の (iii)で付けられた点に対する符号は、その点につながっている辺
に付随する符号の間に挟む）。

(2) (1)で得られた符号列において、同じ符号が連続して現れる回数から整数列 (a0, . . . , an)を構
成する。この列を γ に付随する符号列と呼び、s(γ)で表す。

s(γ) = (a0, . . . , an)とするとき、さらにフェンス型順序集合 Pγ を次で定義する：

• Pγ の台集合を {1, 2, . . . ,
∑n

i=0 ai − 1}とする。
• γ の端点（出発点）から順番に数えて i + 1 番目にある符号が + のとき i ⋖ i + 1, − のとき
i⋗ i+ 1（ただし 1 ≤ i ≤

∑n
i=0 ai − 2である）

ここで、定義から一番最初と一番最後の符号は Pγ の順序構造の決定に使用されないことに注意せよ。
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Pγ の順序イデアルの個数を γ の (k1, k2, k3, σ)一般化マルコフ（GM）長と呼び、|γ|で表す。記
号で明記はしていないが、s(γ)および |γ|は最初にとった (k1, k2, k3) ∈ Z3

≥0 と σ ∈ S3 に依存する
概念であることに注意せよ。P(a0,...,an) と Pγ の定義を比較することで、次の命題は直ちに従う。

命題 6.3.3. s(γ) = (a0, a1, . . . , an)とするとき、Pγ は P(a0,...,an) または P ∗
(a0,...,an)

に順序集合とし
て同型である。ただし、P ∗ は P の順序を反転させた順序集合とする。とくに |γ| = N(a0, . . . , an)

が成り立つ。

例 6.3.4. (k1, k2, k3, σ) = (1, 2, 0, id)とする。図 6.8に示す赤い向き付けられた一般弧 γ に対し、

s(γ) = (3, 7, 1, 6, 2, 1, 3, 1, 2, 2, 6, 5),

であり、定理 6.1.6を使って計算することで |γ| = 551409 を得る。

−−− −−
−−
+

++ −+ − − −−
− −−

++ −−
+− + +++−−−

+

+
+

+
−

++

図 6.8 一般弧 γ と割り当てられた符号

注 6.3.5. 命題 6.1.9 (1)から、|γ|の値は γ に設定した向きに依存しない。また命題 6.1.9 (2)から、
|γ|の値は端点規則によって定まる符号に依存しない。

R̃2 内の任意の二つの格子点 A,B に対し、(k1, k2, k3, σ)一般化マルコフ距離を定義する。

定義 6.3.6. 任意の格子点 A,B に対して、

Γ := {γ | γ は Aと B を結ぶ一般弧 }

と定める。(k1, k2, k3) ∈ Z3
≥0 と σ ∈ S3 を取り固定する。このとき、

d(A,B) :=

{
minγ∈Γ |γ| (A 6= B)

0 (A = B)

を Aと B の間の (k1, k2, k3, σ)一般化マルコフ（GM）距離*1と呼ぶ。

この節の目標は、この GM距離を与える曲線片がどのようなものであるかを具体的に与え、それ
を証明することである。以下、GM距離を与える曲線片をどのように定めるかを述べる。γR

AB を、A

から B への直線分の内部を右にわずかに平行移動して、線分上の点を避けるようにして得られる一
般弧とする。同様にして、γL

AB を、Aから B への直線分の内部を左にわずかに平行移動して、線分

*1 「距離」という名前がついているものの、距離の公理のうち三角不等式を満たさないので距離ではない。
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上の点を避けるようにして得られる一般弧とする。ただしここでいう「わずかに」とは、「点を避け
た部分以外の R̃2 上のすべての三角形、辺による曲線の符号規則が変化しない程度に少し」という意
味である（図 6.9参照）。この節の残りで次の定理を示す。

A

B

γL
AB

γR
AB

図 6.9 γR
AB と γL

AB

定理 6.3.7. A,B を R̃2 における格子点とし、A 6= B とする。このとき、

d(A,B) = |γR
AB | = |γL

AB |

が成り立つ。

まず先に 2つ目の等式だけ示しておく。

補題 6.3.8. 任意の A,B ∈ Z2 に対して |γR
AB | = |γL

AB |が成立する。

証明. γR
AB は、向きを反転させた γL

BA と同じ符号列を与える。符号規則は R̃2 における絶対的な位置
ではなく、曲線の向きに対して定まる相対的なものなので、s(γR

AB) = s(γL
BA)が成り立ち、したがっ

て |γR
AB | = |γL

BA|である。また注 6.3.5から |γL
AB | = |γL

BA|が成り立つ。以上から示された。

補題 6.3.9. A = (p, q), B = (s, r), A′ = (0, 0), B′ = (s− p, r − q)とする。このとき、

d(A,B) = d(A′, B′)

が成り立つ。

証明. 一般弧の符号規則は、端点となる格子点の絶対的な位置には依存しない。したがって、端点が
格子点から格子点へ移るような平行移動によって曲線片の GM長は保たれる。したがってその下限
も保たれることにより、主張が成り立つ。

次に、GM距離を与える曲線は自己交差を持たないことを示す。

補題 6.3.10. Aと B を端点にもつ一般弧 γ が可縮でない自己交差を持つとき、|γ| > d(A,B)が成
り立つ。

証明. 主張は A = B のとき自明である。以下では Aと B は異なると仮定する。
γ を自己交差をもつ一般弧とし、その自己交差点を C とする。γ は C を 2回通るので γ を 3つの
曲線片 γ1, γ2, γ3 に分割できる。すなわち γ が最初に C を通るまでの部分を γ1、2回の通過の間の
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部分を γ2、最後に C を通った後の部分を γ3 とする。特にそれぞれに γ から誘導される向きを入れ
ると γ1 は Aから始まり γ3 は B で終わる。
γ′ を、γ1 と γ3 を連結したのちに、同じ辺を 2度通る場合にその部分をカットして結合するという
操作（図 6.10）を繰り返して短縮することで得られる一般弧とする。このとき γ1 と R̃2 の辺の交点

→

図 6.10 切断と結合 (中央の対角線の中点が R̃2 の点でないケース)

の位置および γ3 と辺の交点の位置は保たれるようにする。γ′ と R̃2 の辺との交点のうち、γ1 に含ま
れていて端点 Aから (曲線に沿って)一番遠いものを p1、γ3 に含まれていて B から最も遠いものを
p3 とする。この p1 と p3 が含まれる R̃2 上の三角形を∆とする。まず、∆が γ の端点を含む三角形
でない場合を考える。以下図 6.11に γ と γ′ の局所配置の例を挙げる（γ′ は直角部分を横切ってい
るとは限らないが、いずれの場合もこの後の議論は同様である）。h = |Pγ |とおく。γ′ の構成の仕方

図 6.11 局所配置の例

よりある u < v が存在して Pγ′ は Pγ [1, u]∪Pγ [v, h]上の誘導部分順序を取りさらに Pγ(u)と Pγ(v)

の間に辺を 1本付け加えることで得られる。上の図の向き (したがって γ′ に誘導される向き)を仮定
すると対応する Pγ と Pγ′ は次の図のように表される。記法の濫用として Pγ′ の要素を指すときも
Pγ の整数ラベルをそのまま用いることにする。
さて、|γ| > |γ′|を示す。これは J (Pγ′)から J (Pγ)への単射で全射でないものを与えればよい。
任意の順序イデアル I ′ ∈ J (Pγ′) に対して次の対応で Pγ の順序イデアル I を構成する：x ∈

[1, u− 1] ∪ [v + 1, h]に対して
Pγ′(x) ∈ I ′ ⇔ Pγ(x) ∈ I

であり、

Pγ′(u) /∈ I ′ ⇒ Pγ(u) /∈ I, Pγ′(u) ∈ I ′ ⇒ 〈Pγ(u)〉 ⊂ I,

Pγ′(v) /∈ I ′ ⇒ Pγ(v) /∈ I, Pγ′(v) ∈ I ′ ⇒ 〈Pγ(v)〉 ⊂ I,
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さらに上記以外の x ∈ [u+1, v−1]に対しては Pγ(x) /∈ I であるとする。このとき、この対応 I ′ 7→ I

は単射 J (Pγ′) → J (Pγ)を与える。この単射を Φで表すことにする。この写像が全射でないことを
確かめれば良い。まず u /∈ 〈Pγ(v)〉または v /∈ 〈Pγ(u)〉の場合を考える。このとき、Pγ [u+ 1, v − 1]

の中に Pγ の極小元または極大元が必ず存在する。この点を Pγ(w)とすると、〈Pγ(w)〉は Pγ の順序
イデアルであり、Φ−1(〈Pγ(w)〉) = ∅なので Φが全射でないことが示される。次に、u ∈ 〈Pγ(v)〉ま
たは v ∈ 〈Pγ(u)〉 のときを考える。u ∈ 〈Pγ(v)〉 のとき、Pγ の順序イデアル 〈Pγ(u+ 1)〉 に対して
Φ−1(〈Pγ(u+ 1)〉) = ∅ が成立する。同様に、v ∈ 〈Pγ(u)〉 のとき、Pγ の順序イデアル 〈Pγ(v − 1)〉
に対して Φ−1(〈Pγ(v − 1)〉) = ∅が成立する。したがっていずれの場合も Φは全射ではない。以上か
ら示された。C が ∆が最初の三角形となる場合や最後となる場合も同様の方法で Φを定めて全射性
の破綻を確認すれば良い。以上から |γ| > |γ′| ≥ d(A,B)となり、示したかった不等式が従う。

上記の補題から、GM距離を与える弧は少なくとも自己交差を持たないことがわかる。さて、定理
6.3.7を示すにあたって重要な鍵となるのがスケイン解消の考え方である。これは元々は結び目の不
変量を再帰的に定義するときなどに使われる技法であり、曲線の交差部分を曲線片のペア 2つに置き
換えて、交差を持つ曲線を「等価である」交差を持たない曲線の集合に置き換える操作のことを指
す。具体的には曲線の局所的な交差に対して次の 2つの解消を考える。

本稿では 2本の曲線の（自己交差ではない）交差に関して上記のスケイン解消を行う。このとき、こ
の 2本の曲線からそれぞれの解消に関して新たに 2本、合計 4本の曲線が与えられる。
本稿では曲線の GM長を考える都合上、スケイン解消した後の曲線が一般弧でない場合は適切に
ホモトピックなものを取り直して一般弧を考える必要がある。一般弧とならないのは R̃2 上の辺を 2

回続けて通るケースであり、これを図 6.10に示す切断と結合の操作を繰り返し使ってホモトピック
な一般弧を与える。次の定理は、曲線の GM長がこのスケイン解消によって与えられるスケイン関
係式を満たすことを主張する。

定理 6.3.11. 最小交差配置で交差する R̃2 上の一般弧 γ1, γ2 に対して、交差点 C を 1つ指定して、
その交差をスケイン解消することによって生まれる 4つの一般弧を γ3, γ4, γ5, γ6 とする。ここで、γ3
は γ1 の始点から出発して γ2 の終点につながる曲線、γ4 は γ2 の始点から出発して γ1 の終点につな
がる曲線、γ5 は γ1 の始点から出発して γ2 の始点につながる曲線、γ6 は γ1 の終点から出発して γ2

の終点につながる曲線であるとする。このとき、任意の (k1, k2, k3) ∈ Z3
≥0 と σ ∈ S3 に対して

|γ1||γ2| = |γ3||γ4|+ |γ5||γ6|

が成り立つ。

証明. γ1, γ2 の交点 C がある R̃2 上の三角形または辺を考える。交点 C はホモトピックを適切に取
り替えることで異なる三角形や辺の間を移動できる場合と、そうでない場合がある（後者の場合、交
点 C は必ず三角形上に存在する）。
まず前者の場合を考える。このとき、γ1 と γ2 には通り方が同じ三角形や辺による「並走区間」で
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図 6.12 移動可能な交点（左）と移動可能でない交点 (右)

交点 C を含むようなものが存在する。そこで、γ1 と γ2 の向きをこの並走区間を同じ向きで走るよう
に向きを定め、フェンス型順序集合 Pγ1

, Pγ2
を考える。Pγ1

における、並走区間全体に付随する符号
列に対応する大小関係で比較されている頂点全体がなす部分順序集合を Pγ1 [c, d]、Pγ2 における同様
の部分順序集合を Pγ2 [c

′, d′]とする。このとき、Pγ1 [c, d]
∼= Pγ2 [c

′, d′]であり、Pγ1(c− 1)⋖ Pγ1(c)

であることと Pγ2
(c′ − 1) ⋗ Pγ2

(c′) が同値である。実際、そうでなければ並走区間は延長されて
Pγ1

[c − 1, d] ∼= Pγ2
[c′ − 1, d′] であることになってしまう。また同様に Pγ1

(d) ⋖ Pγ1
(d + 1) と

Pγ2
(d′)⋗ Pγ2

(d′ + 1)が同値である。さらに、Pγ1
(c− 1)⋖ Pγ1

(c)と Pγ1
(d)⋗ Pγ1

(d+ 1)も同値で
ある。これは γ1 と γ2 の左右の位置関係が並走区間の入口と出口で逆転するからであり、実際そうで
なければ γ1 と γ2 は並走区間で交わらないことになってしまう。以上から、Pγ1 と Pγ2 は Pγ1 [c, d]

と Pγ2
[c′, d′]で交差重複していることがわかる。並走区間に対応する部分順序集合が上に閉じている

曲線を γ1、下に閉じている曲線を γ2 であるとすると、P1 = Pγ1
, P2 = Pγ2

として 0型解消のスケイ
ン関係式 (6.2.1)を適用することができる。γ1 と γ2 に入っている向きに沿って途中の交点で繋ぎか
えてできる解消対のうち γ1 の始点を含む曲線を γ3、γ2 の始点を含む曲線を γ4 とすると、P3, P4 の
構成方法から (6.2.1)において P3 = Pγ3

, P4 = Pγ4
となり、もう片方の解消対のうち γ1 の始点を含

む曲線を γ5、γ1 の終点を含む曲線を γ6 とすると (6.2.1)において P5 = Pγ5
, P6 = Pγ6

となる。い
ま命題 6.3.3から N(Pγi) = |γi|なので主張が成り立つことが示された。
次に交点 C が 1つの三角形上にあって動かせない場合を考える。次の 3通りの場合を考える：

(1) C が γ1 における最初または最後の三角形上にあり、γ2 の途中の三角形にある
(2) C が γ1 と γ2 における最初または最後の三角形上にある
(3) (1),(2)以外

なお、C が γ2 における最初または最後の三角形上にあり、γ1 の途中の三角形にある場合は γ1 と γ2

の役割を入れ替えることで (1)に帰着できる。
(1)の場合、γ2 の向きを適切に変えることで γ2 の符号規則により C が含まれる三角形に割り当て
られる符号を −にすることができる。Pγ2 においてこの符号 −によって順序が与えられる 2つの頂
点を i, i + 1とする。Pγ1 = P1, Pγ2 = P2 として、この iに対して 1型解消を適用すると定理 6.2.8

から主張を得る。
(2)の場合、γ1, γ2 の向きを交点 C が存在する三角形にある端点を始点とするように定め、2型解
消を適用することで定理 6.2.11から主張を得る。
(3)の場合は C を含む三角形の 3辺のうち、γ1 と γ2 の両方が交差している 1辺が必ず存在する。
この三角形の辺を ℓとすると、この辺の中点はかならず R̃2 上の点であり、中点を挟んで分割されて
いる R̃2 の 2辺をそれぞれ ℓ1, ℓ2 とすると、γ1, γ2 はこの 2つのどちらかと交わっており、またどち



113 6.3 曲線の一般化マルコフ長と一般化マルコフ距離

らも同じ辺と交わっていることがない。そこで γ1 が ℓ1 と、γ2 が ℓ2 と交わっていると仮定して良い
（そうでなければ ℓ1 と ℓ2 を入れ替えれば仮定を満たすことができる）。γ1 と γ2 の向きを ℓ1 または
ℓ2 を通ってから交点 C を通過するように設定すると、P1 上で ℓ1 の符号と C を含む三角形の符号の
両方で隣接する頂点との大小関係が決定される元 c1 ∈ P1、P2 上で ℓ2 の符号と C を含む三角形の符
号の両方で隣接する頂点との大小関係が決定される元 c2 ∈ P2 で交差重複していることがわかる。こ
こに 0型解消のスケイン関係式 (6.2.1)を適用して主張が示される。

例 6.3.12. 実際にスケイン関係式が成り立つ例を見てみよう。(k1, k2, k3) = (1, 1, 1)として（対称
型なので σ はなんでもよい）以下のように γ1, γ2 を与える。

このとき
|γ1| = N(1, 3, 2, 1) = 13, |γ2| = N(2, 1, 1, 1) = 8

である。これをスケイン解消することにより、以下の γ3, γ4, γ5, γ6 を得る。

このとき

|γ3| = N(1, 4, 1, 1) = 11, |γ4| = N(4, 1) = 5, |γ5| = N(1, 2, 1, 1) = 7, |γ6| = N(1, 1, 2, 1) = 7

が成り立つ（γ5 の辺上の符号に例外処理が含まれていることに注意せよ）。このとき

|γ1||γ2| = 13 · 8 = 104, |γ3||γ4|+ |γ5||γ6| = 11 · 5 + 7 · 7 = 55 + 49 = 104

なので
|γ1||γ2| = |γ3||γ4|+ |γ5||γ6|

が確かに成り立っている。

更なる補題を準備するために、曲線 γRL
AB , γ

LR
AB を導入する。A,B の中点をM とする。γRL

AB を A

と B を結ぶ一般弧であり、Aから出発して、M を通過した直後まで γR
AB と同じ曲線で、それ以降

は γL
AB と同じ曲線となって B に到着するものであるとする。また、γLR

AB を Aと B を結ぶ一般弧で
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あり、γRL
AB とは逆に、Aから出発して、直線 AB の中点を通過した直後まで γL

AB と同じ曲線で、そ
れ以降は γR

AB と同じ曲線となって B に到着するものであるとする（図 6.13参照）。

A

M

B

γRL
AB

γLR
AB

図 6.13 γRL
AB と γLR

AB

補題 6.3.13. A,B を相異なる格子点とし、A,B の中点をM としたとき、M が格子点でないとす
る。|γRL

AB | = |γLR
AB |が成立する。

証明. 線分ABの内部に R̃2の点が存在しない場合、γRL
AB , γ

LR
AB , γ

R
AB , γ

L
AB はすべて互いにホモトピッ

クなので |γRL
AB | = |γLR

AB | = |γR
AB | = |γL

AB |である。また 1つの場合も γRL
AB と γR

AB がホモトピック
であり、γLR

AB と γL
AB がホモトピックなので補題 6.3.8から |γRL

AB | = |γLR
AB |である。以下、線分 AB

の内部に R̃2 の点が 2つ以上存在することを仮定する。
A′ を線分 AB 上の Aの次に来る格子点であるとする。
まず γR

AA′ に付随する 2番目の符号が (−)である場合を考える。s(γR
AA′) = (a0, . . . , an)であると

する。ここで、端点規則で付随する符号を Aを含む三角形で (−)、B を含む三角形で (+)と取るこ
とで a0, an > 1となる。このとき、あるm ∈ Z≥0 を用いて

s(γRL
AB) = ((a0, . . . , an − 1, 1, 2+ k1 + k2 + k3)

m, a0, . . . , an, (2+ k1 + k2 + k3, 1, an − 1, . . . , a0)
m)

とかける。ただし、(∗)m は括弧の中の列をm回繰り返す意味で使用している。同様に

s(γLR
AB) = ((1, an−1, . . . , a0, 2+k1+k2+k3)

m, 1, an−1, . . . , a0−1, 1, (2+k1+k2+k3, a0, . . . , an−1, 1)m)

となる。ここで |γRL
AB |と |γLR

AB |を計算するために対応する 2つの行列積

S1,m := (Fa0
· · ·Fan−1

Fan−1F1F2+k1+k2+k3
)mFa0

· · ·Fan
(F2+k1+k2+k3

F1Fan−1Fan−1
· · ·Fa0

)m,

S2,m :=

(F1Fan−1Fan−1
· · ·Fa0

F2+k1+k2+k3
)mF1Fan−1Fan−1

· · ·Fa1
Fa0−1F1(F2+k1+k2+k3

Fa0
· · ·Fan−1

Fan−1F1)
m

を計算して、その (1, 1)成分をみる。ただし、Fi := [ i 1
1 0 ]である。系 6.1.8と命題 6.3.3からこれら

が |γRL
AB |と |γLR

AB |を与えるので、以下任意のmに対して S1,m = S2,m であることを示す。

P =

[
p q
r s

]
:= Fa1

Fa2
· · ·Fan−1
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とすると、両辺転置を取ることで

PT =

[
p r
q s

]
= Fan−1

Fan−2
· · ·Fa1

を得る。ここで

X := Fa0
PFan−1F1F2+k1+k2+k3

, C := Fa0
PFan

,

V := F2+k1+k2+k3Fa0PFan−1F1, D := F1Fa0−1P
TFan−1F1.

とすると、S1,m と S2,m はそれぞれ

S1,m = XmC(XT )m, S2,m = (V T )mDV m (6.3.1)

と書き換えられる。ここで、X = F−1
2+k1+k2+k3

V F2+k1+k2+k3 であるから

tr(X) = tr(V ), det(X) = det(V )

が成り立つ。ケーリー・ハミルトンの定理（系 A.2.2）から、任意のmに対して

X2 = τX − δE2, V 2 = τV − δE2

が成立する。ここで δ = det(X) = det(V ), τ = tr(X) = tr(V )である。これを繰り返し適用するこ
とにより、任意のm ∈ Z≥2 に対して

Xm = αmX + βmE2, V m = αmV + βmE2

となる αm, βm ∈ Zが存在する。転置行列に関しても同様で、

(XT )m = αmXT + βmE2, (V T )m = αmV T + βmE2

が成り立つ。したがって、

S1,m = (αmX + βmE2)C(αmXT + βmE2), S2,m = (αmV T + βmE2)D(αmV + βmE2)

である。これらを展開することで

S1,m = α2
mXCXT + αmβmXC + αmβmCXT + β2

mC,

S2,m = α2
mV TDV + αmβmV TD + αmβmDV + β2

mD

が成り立つ。よって、ある整数 u, v, w, u′, v′, w′ が存在して

(S1,m)11 = uα2
m + vαmβm + wβ2

m, (S2,m)11 = u′α2
m + v′αmβm + w′β2

m, (6.3.2)

とかける。また Xm+2 = τXm+1 − δXm に

Xm = αmX + βmE2, Xm+1 = αm+1X + βm+1E2, Xm+2 = αm+2X + βm+2E2

を代入することで

(αm+2 − αm+1τ + αmδ)X + (βm+2 − βm+1τ + βmδ)E2 = 0
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となる。ここで連分数行列の特性から X21 6= 0 であるから X と E2 は Q 上一次独立であり、した
がって

αm+2 − αm+1τ + αmδ = 0, βm+2 − βm+1τ + βmδ = 0 (6.3.3)

が成立する。この漸化式の特性方程式 t2 − τt+ δ = 0 を考える。ここで δ ∈ {±1}であり、また X

は連分数行列なので δ = 1, τ = 2の場合は起こらない。したがってこの特性方程式は異なる実数解
をもつ。これらを λ1, λ2 とすると、ある a, b, a′, b′ ∈ Rが存在して

αm = aλm
1 + bλm

2 , βm = a′λm
1 + b′λm

2 ,

と書くことができる（この理由は定理 A.3.1 を参照せよ）。これを (6.3.2) に代入することで、ある
h, i, j, h′, i′, j′ ∈ Rが存在して

(S1,m)11 = hλ2m
1 + iλm

1 λm
2 + jλ2m

2 , (S2,m)11 = h′λ2m
1 + i′λm

1 λm
2 + j′λ2m

2

と記述できる。(S1,m)11, (S2,m)11 の一般項表示に対する特性方程式は

(t− λ2
1)(t− λ1λ2)(t− λ2

2) = 0

で与えられるので、これを展開することで

t3 − (λ2
1 + λ1λ2 + λ2

2)t
2 + λ1λ2(λ

2
1 + λ1λ2 + λ2

2)t− λ3
1λ

3
2 = 0

を得る。解と係数の関係から λ1λ2 = δ、λ1 + λ2 = τ なので、ここから (S1,m)11, (S2,m)11 が同じ 4

項間漸化式

(S1,m+3)11 = (τ2 − δ)(S1,m+2)11 − (δ(τ2 − δ))(S1,m+1)11 + δ3(S1,m)11

(S2,m+3)11 = (τ2 − δ)(S2,m+2)11 − (δ(τ2 − δ))(S2,m+1)11 + δ3(S2,m)11

を満たすことがわかる。以上から、(S1,m)11 = (S2,m)11 は m = 0, 1, 2 のときのみ一致を確認すれ
ば、後は上記の漸化式から任意のmで成立することがわかる。m = 0, 1, 2のときの一致は直接計算
により確認できるので読者に任せることにする。
γR
AA′ に付随する 2番目の符号が (+)である場合は s(γLR

AB)と s(γRL
AB)の表示が入れ替わるが、そ

れ以外の議論は (−)の場合と並行に進むので同じようにして示される。

補題 6.3.13と同様の主張はM が格子点である場合も成立し、証明はより簡単に済む。

補題 6.3.14. A,B を格子点とし、A,B の中点をM としたとき、M が格子点であるとする。この
とき |γRL

AB | = |γLR
AB |が成立する。

証明. 補題 6.3.13 と同じ理由から、AB の内部に格子点が 2 つ以上あると仮定する。s(γR
AM ) =

(a1, . . . , an)（ただし端点規則により与えられる三角形上の符号を隣の符号と同じものとする）と表
されるとしよう。
まず γR

AM に付随する 2番目の符号が (−)である場合を考える。このとき、

s(γRL
AB) = (a1, a2, . . . , an−1, an − 1, 1, 2 + k1 + k2 + k3, an, an−1, . . . , a1)

s(γLR
AB) = (an, an−1, . . . , a1, 2 + k1 + k2 + k3, 1, a1 − 1, a2, a3, . . . , an)
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となる。ここで、|γRL
AB |と |γLR

AB |を計算するために行列積

S1 : = Fa1
Fa2

· · ·Fan−1
Fan−1F1F2+k1+k2+k3

Fan
Fan−1

· · ·Fa1

S2 : = Fan
Fan−1

· · ·Fa1
F2+k1+k2+k3

F1Fa1−1Fa2
Fa3

· · ·Fan

を計算して、その (1, 1)成分をみよう（系 6.1.8と命題 6.3.3からこれらが |γRL
AB |と |γLR

AB |を与える）。[
p q
r s

]
= Fa2

Fa3
· · ·Fan−1

とすると、両辺転置を取ることで [
p r
q s

]
= Fan−1Fan−2 · · ·Fa2

を得るので、S1, S2 はそれぞれ

S1 =Fa1

[
p q
r s

]
Fan−1F1F2+k1+k2+k3

Fan

[
p r
q s

]
Fa1

S2 =Fan

[
p r
q s

]
Fa1F2+k1+k2+k3F1Fa1−1

[
p q
r s

]
Fan

と書き換えられる。それぞれの (1, 1)成分を計算すると、どちらも

(3 + k1 + k2 + k3)(a1(anp+ q) + (anr + s))2

となることから、|γRL
AB | = |γLR

AB |である。
γR
AM の 2番目の符号が (+)である場合は s(γRL

AB)と s(γLR
AB)の表示が逆になるが、議論は全く同

様である。

上記 2つの補題を踏まえた上で、スケイン関係式を利用して次の補題を証明しよう。

補題 6.3.15. A,B を格子点とする。このとき |γRL
AB | = |γLR

AB | ≥ |γL
AB | = |γR

AB |が成立する。

証明. |γRL
AB | = |γLR

AB | と |γL
AB | = |γR

AB | は補題 6.3.8, 6.3.13, 6.3.14 からすでにわかっているので、
|γLR

AB | ≥ |γL
AB |を示す。線分 AB の内部に含まれる格子点が 0個または 1個の場合は、補題 6.3.13

で述べた理由から |γLR
AB | = |γL

AB | なので、2 個以上を仮定する。定理 6.3.11 の記号を γ1 = γRL
AB ,

γ2 = γLR
AB としてスケイン解消を行って γ3, γ4, γ5, γ6 を得ると γ3 = γR

AB , γ4 = γL
AB となり、さらに

|γRL
AB ||γLR

AB | = |γR
AB ||γL

AB |+ |γ5||γ6|

が成り立つ（図 6.14を参照せよ）。
さらに補題 6.3.8, 6.3.13, 6.3.14からこの等式は

|γLR
AB |2 = |γL

AB |2 + |γ5||γ6|

と変形できる。また |γ5||γ6| = 0 であるケースは、|γ5| 6= 0 なので、γ6 が端点の一致する可縮ルー
プの場合、すなわち長さを 0 と定めている場合に限られる。このとき直線 AB の内部に中点以外
に R̃2 の点がないことになり、仮定に矛盾する。したがって |γLR

AB |2 > |γL
AB |2 であり、ここから

|γLR
AB | > |γL

AB |がしたがう。

ここまでの準備により、定理 6.3.7の証明を完成させる準備が整った。
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図 6.14 γRL
AB と γLR

AB のスケイン解消

定理 6.3.7の証明. γ を A,B の GM距離を与える曲線であるとする。R̃2 上でホモトピーを保つよ
うにして（すなわち曲線が R̃2 上の点を跨がないように）「引き締め」て、R̃2 の点にほとんど接する
ようにすることを考える（図 6.15参照）。このとき、γ の経路は R̃2 の点 (の近傍)の間を結ぶ r ≥ 1

7→

図 6.15 曲線の引き締め

本の線分である。この線分が経由する r+1個の R̃2 の点 A = Q0, Q1, . . . , Qr = B とする。さらに、
r本の直線の間には r− 1個の角 θ1, . . . , θr−1 が挟まっているとする。ただし、ここでの角 θi は、点
Qi を中心に外回りに計測した図の値を指すこととする。
ここで、各 iに対して θi ∈ [−2π,−π] ∪ [π, 2π]である。そうでなければ、曲線 γ はもっと引き締
めることができることになってしまう。
さて、r = 1ならば互いに素な整数 p, q に対して必ず γ = γL

AB または γ = γR
AB となって結論が従

う。したがって以下では r ≥ 2 と仮定する。
「γ が γL

AB または γR
AB にホモトピックである」ことと「すべての iに対して θi = −π が成り立つ、

またはすべての iに対して θi = π が成り立つ」ことは同値であることに注意する。A,B を γL
AB の

すべての角が θi = −π となるように決める（そうならない場合は Aと B を入れ替えれば良い）。
まず γ が θ1 > 0であることを仮定する。θ1, . . . , θi までのすべてが π であることを仮定したうえ

で、θi+1 が次の 3つの場合 (1) θi+1 ∈ [−2π,−π]、(2) θi+1 ∈ (π, 2π)、(3) θi+1 = 2π である場合を
個別に考える。以下、次のようなロジックで証明を行う：各場合において γ と交差する別の弧 δ を与
え、スケイン関係式を利用して γ より GM長の短い Aと B を結ぶ一般弧 γ′ を見つけることで、こ
れら (1),(2),(3)の状況があり得ないことがわかり、θi+1 = π となることがわかる。以上の議論を繰
り返すことにより、γ = γR

AB であることが示され、証明が終わる。
さて、まず (1) の場合が起こらないことを示そう。A が端点となり、Qi+1 が中点となるような

線分 AQ を考える。このときもう片方の端点 Q は必ず格子点である。さらに γL
AQ を考える。γ と

γL
AQ は γL

AQ の周りでかならず交差する（図 6.16）ので、この交差をスケイン解消することを考える。
γ1 = γ, γ2 = γL

AQ として Qi+1 の周りの交点について定理 6.3.11を適用すると、γ3 = γRL
QA となる。
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図 6.16 (1)のスケイン解消

また γ4 = γ′ とおくと、γ′ は A,B を端点に持つ一般弧となり、さらに

|γ||γL
AQ| = |γRL

QA||γ′|+ |γ5||γ6|

が成立する。いま補題 6.3.15から |γL
AQ| < |γRL

QA|なので、

|γ′| =
|γ||γL

AQ| − |γ5||γ6|
|γRL

QA|
≤

|γ||γL
AQ|

|γRL
QA|

<
|γ||γL

AQ|
|γL

AQ|
= |γ|

が成り立つ。γ は GM距離を与える曲線であったから、これは矛盾である。
次に (2)の場合が起こらないことを示そう。(1)と同様に γL

AQ を考える。γ と γL
AQ はQi+1 の周り

でかならず交差する（図 6.17）ので、この交差をスケイン解消することを考える。γ1 = γ, γ2 = γL
AQ

図 6.17 (2)のスケイン解消

として Qi+1 の周りの交点について定理 6.3.11を適用すると、γ3 = γRL
AQ となる。また γ4 = γ′ とお

くと、γ′ は A,B を端点に持つ一般弧となり、さらに

|γ||γL
AQ| = |γRL

AQ||γ′|+ |γ5||γ6|

が成立する。いま補題 6.3.15から |γL
AQ| < |γRL

AQ|なので、

|γ′| =
|γ||γL

AQ| − |γ5||γ6|
|γRL

AQ|
≤

|γ||γL
AQ|

|γRL
AQ|

<
|γ||γL

AQ|
|γL

AQ|
= |γ|

が成り立つ。γ は GM距離を与える曲線であったから、これは矛盾である。
最後に (3)を示す。θi+2 = θi+3 = · · · = θ2i = πであるときは、Aから始まった曲線 γ が Qi+1 で
折り返して端点 Aの付近を通過する状況である。このときは端点 Aから γ が Aに引き返してきた
ところに直接繋いだ一般弧 γ′ を考えれば、Pγ′ は Pγ の真の部分順序集合なので |γ′| < |γ|が成立す
る。これ以降はある 2 ≤ j ≤ iで θi+j 6= π を仮定する。
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図 6.18 (3)のスケイン解消

γL
AQ を、最小交差位置で γ と交わるようにホモトピックに動かすことで、点 Qi−j = Qi+j の近

傍で γ と γL
AQ が交差するようにできる。ここで γ1 = γ, γ2 = γL

AQ として定理 6.3.11を適用すると
γ5 = γRL

AQ となる。また γ6 = γ′ とおくと

|γ′| =
|γ||γL

AQ| − |γ5||γ6|
|γRL

AQ|
≤

|γ||γL
AQ|

|γRL
AQ|

<
|γ||γL

AQ|
|γL

AQ|
= |γ|

が成り立ち矛盾する。以上から証明された。
θ1 < 0のときは θ1 > 0のときの証明の π を −π に置き換え、Lと Rを交換することで同じ議論
から示すことができる。

注 6.3.16. 定理 6.3.7で使用されているスケイン関係式はすべて 0型解消に由来するものである。
一方、実は Qi+1 が格子点である場合は (1), (3) のケースでは δ = γL

AQi+1
, (2) のときは線分

AQi+1 の延長にある Qi+1 の隣の頂点 E を使って δ = γL
AE としてスケイン解消を行っても γ より

短い γ′ を得ることができる。この場合は (1), (3) では 1型、(2)では 0型解消由来のスケイン関係
式を使用することになる。ただどの場合でも 2型解消は使用されないので、本稿の範囲内では実は 2

型解消は必要ない。

この章では GM長と GM距離について扱ってきたが、ここにどのように GM数が関係するかとい
うことは、これまで一切述べてこなかった。この章の最後に述べる以下の定理により、その関係性が
明らかになる。ただしこの定理の証明は 7.4節で行う。

定理 6.3.17. (k1, k2, k3) ∈ Z3
≥0,σ ∈ S3 を固定し、p, q を互いに素である非負整数とする。このと

き、A = (0, 0), B = (q, p)とすると

|γR
AB | = |γL

AB | = m p
q

が成立する。特に、d(A,B) = m p
q
である。
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第 7章

一般化コーン行列

第 6 章では、一般化マルコフ数をフェンス型順序集合、スケイン関係式、曲線の一般化マルコフ
長・一般化マルコフ距離といった組合せ論的・幾何学的対象を通して記述した。本章では、それらの
情報をさらに 2× 2 行列の言葉へ移し、一般化マルコフ数の理論を行列論の立場から捉え直す。その
ために導入するのが一般化コーン行列である。これは古典理論において重要な役割を果たすコーン行
列の一般化であり、前章までに現れた数や曲線の情報を一つの枠組みにまとめ上げる役割を担う。
本章では、まず一般化コーン木を定義し、各既約分数に付随する一般化コーン行列を系統的に構成
する。ついで、その成分が一般化マルコフ数と特性数を用いて具体的に記述できることを示し、一般
化コーン行列がこれまで導入してきた算術的データを直接に保持していることを明らかにする。さら
に特性数の間に成り立つ関係式を証明し、最後に一般化強許容数列を導入することで、一般化コーン
行列が基本行列の積として表されることを示す。これにより、第 5章で準備した整数論的情報と、第
6章で得られた組合せ論的・幾何学的情報とが、行列表示を通して一つに統合される。
とりわけ本章の重要な点は、一般化マルコフ数、特性数、曲線、連分数的データの間にある関係が、
一般化コーン行列という対象の中に同時に反映されていることである。この性質上、一般化コーン行
列はこれらの性質を解明するツールとしても非常に便利であり、実際第 5章と第 6章で後回しにした
2つの重要な命題が一般化コーン行列の計算から証明されることになる。またこの章で得られる行列
表現は、次章で一般化離散マルコフスペクトラムを定義し、その値を具体的に実現するための基礎と
なる。
本章の内容は [GM23a, GMS24, Gyo25]に基づいている。ただし、[GM23a, GMS24]における一
般化コーン行列の定義は、本稿で展開する連分数行列の記法とやや異なるため、本稿では以後の議論
と整合する形に定義を調整して用いる。この変更は記法上の整合性を保つためのものであり、先行研
究における議論そのものを否定するものではない。

7.1 定義と具体例
k1, k2, k3 ∈ Z≥0 および σ ∈ S3 を固定する。C 0

1
, C 1

1
, C 1

0
を次で定める：

C 0
1
=

[
3 + k1 + k2 + k3 −(3 + k1 + k2 + k3)kσ(1) − 1

1 −kσ(1)

]
,

C 1
1
=

[
(3 + k1 + k2 + k3)(kσ(2) + 2)− kσ(2) − 1 2 + k1 + k2 + k3

kσ(2) + 2 1

]
,
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C 1
0
=

[
2 + k1 + k2 + k3 − kσ(3) 1 + k1 + k2 + k3 − kσ(3)

1 1

]
.

さらに任意の (r, t, s) ∈ FTに対し、帰納的に

Cr⊕t := CrCt −Ds, Ct⊕s := CtCs −Dr

と定める。ただし
Dr =

[
kir kir (3 + k1 + k2 + k3)
0 kir

]
である。行列Ctを (k1, k2, k3, σ)一般化コーン行列（以下、GC行列）と呼ぶ。さらに、(k1, k2, k3, σ)
一般化コーン木（以下、GC木）を次で定義する：

CoT(k1, k2, k3, σ) := FT
∣∣
(r,t,s) 7→(Cr,Ct,Cs)

.

このツリーの各頂点を (k1, k2, k3, σ) 一般化コーントリプル（以下、GC トリプル）と呼ぶことに
する。

例 7.1.1. CoT(1, 2, 0, id)における最初のいくつかの頂点は次の通りである：

([
6 −7
1 −1

]
,

[
21 5
4 1

]
,

[
5 4
1 1

])
([

6 −7
1 −1

]
,

[
98 23
17 4

]
,

[
21 5
4 1

])

([
21 5
4 1

]
,

[
109 83
21 16

]
,

[
5 4
1 1

])

([
98 23
17 4

]
,

[
2149 507
373 88

]
,

[
21 5
4 1

])
([

6 −7
1 −1

]
,

[
367 98
81 17

]
,

[
98 23
17 4

])

([
109 83
21 16

]
,

[
626 507
121 98

]
,

[
5 4
1 1

])
([

21 5
4 1

]
,

[
2394 1823
457 348

]
,

[
109 83
21 16

])

7.2 一般化マルコフ数と特性数による成分の記述
以下、kit を kt と略記する。この節の目標は、一般化コーン行列の成分を具体的に記述する次の定
理の証明である。

定理 7.2.1. 任意の既約分数 t ∈ [0,∞]に対して

Ct =

(3 + k1 + k2 + k3)mt − kt − ut
(3 + k1 + k2 + k3)mtut − ktut − u2

t − 1

mt
mt ut

 .

となる。

以下の議論では省スペースのためにK := 3 + k1 + k2 + k3 とする。まずはトレースの値と行列式
の値から見ていこう。

命題 7.2.2. 任意の t ∈ [0,∞]に対して次が成り立つ。

(1) tr(Ct) = K(Ct)21 − kt,
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(2) Ct ∈ SL(2,Z).

命題 7.2.2を証明するために、2つの補題を導入する。

補題 7.2.3. A,B ∈ SL(2,Z)とする。このとき、次が成り立つ：

(1) tr(A) = tr(A−1)

(2) tr(AB) = tr(A)tr(B)− tr(AB−1)

(3) A2 = tr(A)A−E2（ただし E2は 2次単位行列）（ケーリー・ハミルトンの定理（系 A.2.2）の特別な形）

証明. すべて行列成分の直接計算から従う。確かめよ。

補題 7.2.4. tr(M) = Km21 − kt を満たすM ∈ SL(2,Z)に対して、次の等式が成り立つ：

M

[
0 K
0 0

]
M = (tr(M) + kt)M +

[
0 K
0 0

]
,

M−1

[
0 K
0 0

]
M−1 = −(tr(M−1) + kt)M

−1 +

[
0 K
0 0

]
.

証明. 第一の等式のみを示す。M = [m11 m12
m21 m22

]とおくと、

M

[
0 K
0 0

]
M = M

[
1
0

] [
0 K

]
M =

[
m11

m21

] [
Km21 Km22

]
= K

[
m11m21 m11m22

m2
21 m21m22

]
= Km21

[
m11 m12

m21 m22

]
+

[
0 K
0 0

]
= (tr(M) + kt)M +

[
0 K
0 0

]
.

途中m11m22 −m21m12 = 1を用いて変形していることに注意せよ。

命題 7.2.2の証明. まず (1) を示す。C 0
1
, C 1

1
, C 1

0
については直接成分を計算することにより証明

される。残りは GC 木の最初の頂点からの距離に関する帰納法によって証明する。GC トリプル
(Cr, Ct, Cs)が (1)を満たしているとする。このとき、次を示せば十分である：

tr(Cr⊕t) = K(Cr⊕t)21 − kr⊕t, tr(Ct⊕s) = K(Ct⊕s)21 − kt⊕s.

ここで、kr⊕t = ks, kt⊕s = kr であることに注意する。前者の等式のみを示す（後者も同様である）。
Ct = CrCs −Dt より

tr(Cr⊕t) = tr(CrCt −Ds) = tr(Cr(CrCs −Dt))− 2ks = tr(C2
rCs)− tr(CrDt)− 2ks

補題 7.2.3(2)
= tr(Cr)tr(CrCs)− tr(CrC

−1
s C−1

r )− tr(CrDt)− 2ks

= tr(Cr)tr(CrCs)− tr(Cs)− tr(CrDt)− 2ks.

が成立している。ここで Cr = [ r11 r12
r21 r22 ]として

tr(DtC
−1
r ) = tr

([
r22kt − r21Kkt ∗

∗ r11Kkt

])
= kttr(Cr)−Kktr21 = −krkt

であることに注意すると（帰納法の仮定を Cr に対して使用している）、さらに

tr(Cr)tr(CrCs)− tr(CrDt)− tr(Cs)− 2ks
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= tr(Cr)tr(CrCs)− tr(CrDt)− tr(Cs)− 2ks + krkt − krkt

= tr(Cr)tr(CrCs)− tr(CrDt)− tr(C−1
r Dt)− tr(Cs)− krkt − 2ks

= tr(Cr)tr(CrCs)− tr((Cr + C−1
r )Dt)− tr(Cs)− krkt − 2ks

= tr(Cr)tr(CrCs)− tr(Cr)tr(Dt)− tr(Cs)− krkt − 2ks

= tr(Cr)tr(CrCs −Dt)− tr(Cs)− krkt − 2ks

= tr(Cr)tr(Ct)− tr(Cs)− krkt − 2ks

=

([
0 K

]
Cr

[
1
0

]
− kr

)([
0 K

]
Ct

[
1
0

]
− kt

)
−
([

0 K
]
Cs

[
1
0

]
− ks

)
− krkt − 2ks

=
[
0 K

]
Cr

[
0 K
0 0

]
CrCs

[
1
0

]
− kr

[
0 K

]
CrCs

[
1
0

]
− kt

[
0 K

]
Cr

[
1
0

]
−
[
0 K

]
Cs

[
1
0

]
− ks

補題 7.2.4
=

[
0 K

](
(trCr + kr)Cr +

[
0 K
0 0

])
Cs

[
1
0

]
− kr

[
0 K

]
CrCs

[
1
0

]
− kt

[
0 K

]
Cr

[
1
0

]
−
[
0 K

]
Cs

[
1
0

]
− ks

補題 7.2.3 (3)
=

[
0 K

]
C2

rCs

[
1
0

]
− kt

[
0 K

]
Cr

[
1
0

]
− ks

=
[
0 K

]
(C2

rCs − CrDt −Ds)

[
1
0

]
− ks

=
[
0 K

]
(CrCt −Ds)

[
1
0

]
− ks = K(Cr⊕t)21 − ks.

と変形できる。以上から示された。次に (2)を示す。det(Cr⊕t) = det(Ct⊕s) = 1を示せば十分であ
る。こちらも det(Cr⊕t) = 1のみを示す。CrCt = [ x11 x12

x21 x22
]とすると

det(Cr⊕t) = det(CrCt −Ds)

= (x11 − ks)(x22 − ks)− x21(x12 −Kks)

= det(CrCt)− kstr(CrCt) + k2s +Kksx21 = det(CrCt) = 1.

以上から示された。

さらにこれを利用して、次の命題を証明する。

命題 7.2.5. 任意の t ∈ [0,∞]に対して、(Ct)21 = mt が成り立つ。

証明. t = 0
1 ,

1
1 ,

1
0 の場合については直接計算により示される。他の場合については、残りは GC木の

最初の頂点からの距離に関する帰納法によって証明する。GCトリプル (Cr, Ct, Cs)が命題を満たし
ているとする。示すべきは

(Cr⊕t)21 = mr⊕t =
m2

r + ksmrmt +m2
t

ms
, (Ct⊕s)21 = mt⊕s =

m2
t + krmtms +m2

s

mr

である。前半のみを示す（後半も同様である）。命題 7.2.2の証明中で、

tr(Cr⊕t) = tr(Cr)tr(Ct)− tr(Cs)− krkt − 2ks



125 7.2 一般化マルコフ数と特性数による成分の記述

が得られている（右辺は証明中で tr(Cr⊕t)を変形しているときの、行列を用いる変形をする直前の
形である）。命題 7.2.2 (1)をこの等式に適用して整理することで

(Cr⊕t)21 = K(mrmt)−mrkt −mtkr −ms (7.2.1)

となる。(mr,mt,ms)が GM方程式の解であること、すなわち

m2
r +m2

t +m2
s + krmtms + ktmsmr + ksmrmt = Kmrmtms

を満たしていることから (7.2.1)を変形することで

(Cr⊕t)21 =
m2

r + ksmrmt +m2
t

ms

となる。以上から示された。

最後に、次の命題を示す。

命題 7.2.6. 任意の t ∈ [0,∞]に対して、(Ct)22 = ut が成り立つ。

これを示すために指標の概念を導入しよう。

定義 7.2.7. 任意の t ∈ [0,∞] ∩Qに対して、

It :=
(Ct)22
(Ct)21

を Ct の指標という。

命題 7.2.8. 指標は単調増加である。すなわち、s < tに対して Is < It が成り立つ。ただし 1
0 は任

意の有理数より大きいとみなす。

証明. 各ファレイトリプル (r, t, s) ∈ FT について Ir < It < Is を示せば十分である。まず It < Is

を示す。Ct = CrCs −Dt が成り立つので、Cr = (Ct +Dt)C
−1
s である。この等式の (2, 1)成分を

比較すると
r21 = s22t21 − (t22 + kt)s21 ≤ s22t21 − t22s21.

したがって
0 <

r21
t21s21

≤ s22
s21

− t22
t21

= Is − It.

以上から It < Is が成り立つ。次に Ir < It を示す。Ct = CrCs −Dt より Cs = C−1
r (Ct +Dt)を

得る。この等式の (2, 1)成分を比較すると

s21 = r11t21 − r21(t11 + kt)

= (Kr21 − kr − r22)t21 − r21(Kt21 − t22)

= −krt21 + t22r21 − t21r22 ≤ t22r21 − t21r22.

したがって
0 <

s21
r21t21

≤ t22
t21

− r22
r21

= It − Ir.

以上から Ir < It が成り立つ。
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補題 7.2.9. 既約分数 t ∈ (0,∞]に対し、(Ct)22 > 0である。

証明. 指標の単調増加性（命題 7.2.8）より、t = 1
n の場合を示せば十分である。まず C 1

1
の (2, 2)成

分は 1である。C 1
2
の (2, 2)成分は k 1

0
+ 2なので、C 1

1
の (2, 2)成分より大きい。C 1

i
の (1, 1)成分

が正であり、かつ C 1
i+1
の (2, 2)成分が C 1

i
の (2, 2)成分より大きいと仮定する。このとき C 1

i+2
の

(2, 2)成分が C 1
i+1
の (2, 2)成分より大きいこと、特に正であることを示す。次のようにおく：

C 1
i
=

[
a b
c d

]
, C 1

i+1
=

[
a′ b′

c′ d′

]
, C 1

i+2
=

[
a′′ b′′

c′′ d′′

]
.

このとき

C 1
i+1

= C 0
1
C 1

i
−D 1

i−1

=

[
K −Kk 0

1
− 1

1 −k 0
1

] [
a b
c d

]
−

[
k 1

i−1
Kk 1

i−1

0 k 1
i−1

]

=

[
∗ Kb−Kk 0

1
d− d−Kk 1

i−1

∗ b− k 0
1
d− k 1

i−1

]
.

したがって
b′ = Kb−Kk 0

1
d− d−Kk 1

i−1
, d′ = b− k 0

1
d− k 1

i−1
.

仮定より b− k 0
1
d− k 1

i−1
≥ d > 0である。さらに

C 1
i+2

= C 0
1
C 1

i+1
−D 1

i

より

d′′ − d′ = b′ − (k 0
1
+ 1)d′ − k 1

i

= (K − k 0
1
− 1)b+

(
k20

1
+ (1−K)k 0

1
− 1
)
d+ (k 0

1
+ 1−K)k 1

i−1
− k 1

i

≥ (K − k 0
1
− 1)((k 0

1
+ 1)d+ k 1

i−1
) +

(
k20

1
+ (1−K)k 0

1
− 1
)
d+ (k 0

1
+ 1−K)k 1

i−1
− k 1

i

=
(
K − 2− k 0

1

)
d− k 1

i
≥ k 1

i+1
+ 1 > 0

となり、結論を得る。

命題 7.2.6の証明. t = 0
1 ,

1
0 の時は直接計算により示される。t ∈ (0,∞) ∩Qに対して、tを第 2成

分とするファレイトリプル (r, t, s)をとる。このとき、

Cs = C−1
r (Ct +Dt)

であり、命題 7.2.2 (1)と命題 7.2.5から

Cr =

[
Kmr − kr − (Cr)22 ∗

mr (Cr)22

]
, Ct =

[
Kmt − kt − (Ct)22 ∗

mt (Ct)22

]
であることを利用して各辺の (2, 1)成分を計算することで

ms = mr(Ct)22 −mt(kr + (Cr)22)

が成り立つ。したがって
mr(Ct)22 ≡ ms (mod mt)
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となる。さらに、命題 7.2.8と補題 7.2.9から

0 < It < I 1
0
= 1

が成り立つので 0 < (Ct)22 < mt となる。これらと ut の一意性から ut = (Ct)22 であることがわか
る。

ここまでの議論で、定理 7.2.1はもう証明できたも同然である。

定理 7.2.1の証明. 命題 7.2.2, 命題 7.2.5, 命題 7.2.6から直ちに従う。

7.3 特性数の関係式
この節では、GC行列を使って 5.4節で後回しにした次の命題を証明する。

命題 5.4.4 (再掲). 任意の既約分数 t ∈ [0, 1] ∩Qに対して、MT(k1, k2, k3, σ)で分数ラベル tを持
つ特性数を ut とし、kt := kit とおく。また、MT(k1, k2, k3, σ∗)において分数ラベル 1

t を持つ特性
数を u∗

1
t

とする。このとき
u∗

1
t
= mt − ut − kt

が成り立つ。

補題 7.3.1. (k1, k2, k3, σ)-GM木に含まれる t ∈ (0, 1] ∩Qのラベルをもつ (k1, k2, k3)-GM数につ
いて次が成り立つ。

(1) it = σ(1)ならばmt ≥ m 2
3
である。

(2) it = σ(2)ならばmt ≥ m 1
1
である。

(3) it = σ(3)ならばmt ≥ m 1
2
である。

さらにこれらの評価は最良である。

証明. 注 5.1.8と命題 5.2.6から (k1, k2, k3, σ)-GM木上で子を取ったときに新しく現れる GM数は
親頂点に含まれるどの GM数よりも大きいので、(2),(3)は明らかである。(1)を示す。(2),(3)と同
じ理由からm 2

2i+3
（ただし i ≥ 1）の値を比較すれば十分である。 2

2i+1 を第 2成分に持つファレイト
リプルは

(
1

i+1 ,
2

2i+1 ,
1
i

)
であり、この頂点の親は

(
0
1 ,

1
i+1 ,

1
i

)
なので

m 2
2i+1

=
m2

1
i+1

+ kσ(1)m 1
i+1

m 1
i
+m2

1
i

m 0
1

= m2
1

i+1
+ kσ(1)m 1

i+1
m 1

i
+m2

1
i

である。任意の i に対して (m 0
1
, σ(1)), (m 1

i+1
, α), (m 1

i
, β)) の形をしたトリプルが (k1, k2, k3, σ)-

GM木の頂点として存在することを踏まえるとm 1
i
< m 1

i+1
が成り立つ。以上から任意の i ≥ 1に対

してm 2
2i+1

< m 2
2i+3

となるので、m 2
3
が最小である。

命題 5.4.4の証明. t = 0
1 ,

1
1 のときは直接計算で示される。t ∈ (0, 1)∩Qを仮定する。tを第 2成分

として持つファレイトリプルを (r, t, s) とする。このとき ( 1s ,
1
t ,

1
r ) もファレイトリプルである。こ

こで u∗
1
t

は定義から
m∗

1
s
u∗

1
t
≡ m∗

1
r

(mod m∗
1
t
), 0 < u∗

1
t
< m∗

1
t
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を満たす整数である。一意性から、mt − ut − kt がこの条件を満たすことを示せば良い。ここで系
5.3.7からm∗

1
r

= mr,m
∗
1
t

= mt,m
∗
1
s

= ms であるから、

msx ≡ mr (mod mt), 0 < x < mt

をmt − ut − kt が満たすことを示せば十分。まずコーントリプル (Cr, Ct, Cs)について

Cr = (Ct +Dt)C
−1
s

を満たすことから各辺の (2, 1)成分を比較することで

mr = mtus +ms(−ut − kt) ≡ ms(−ut − kt) ≡ ms(mt − ut − kt) (mod mt)

であることがわかる。0 < mt − ut − kt < mt であることを示す。mt − ut − kt < mt は明らかな
ので 0 < mt − ut − kt を示す。it = σ(2)のとき mt ≥ m 1

1
= kσ(2) + 2であり、また It < I 1

1
より

ut <
mt

kσ(2)+2 が成り立っている。したがって

mt − ut − kt > (kσ(2) + 2)

(
1− 1

kσ(2) + 2

)
− kσ(2) = 1 > 0

より示される。
it = σ(3)のとき、mt ≥ m 1

2
= Kkσ(2) + 2K − kσ(1)kσ(2) − 2kσ(1) − kσ(2) − 1であるから

mt − ut − kt > (Kkσ(2) + 2K − kσ(1)kσ(2) − 2kσ(1) − kσ(2) − 1)

(
1− 1

kσ(2) + 2

)
− kσ(3)

≥ 1

2
(Kkσ(2) + 2K − kσ(1)kσ(2) − 2kσ(1) − kσ(2) − 1)− kσ(3)

=
1

2

(
k2σ(2) + kσ(3)kσ(2) + 4kσ(2) + 5

)
> 0

より示される（K = 3 + kσ(1) + kσ(2) + kσ(3) を代入して計算していることに注意）。
it = σ(1)のとき、

mt ≥ m 2
3

= (Kkσ(2) + 2K − kσ(1)kσ(2) − 2kσ(1) − kσ(2) − 1)
(
K(kσ(2) + 2)− kσ(2) − 1

)
+ (K − kσ(1) − kσ(3) − 1)(kσ(2) + 2)

であり、これにK = 3 + k1 + k2 + k3 を代入することで

mt ≥ kσ(1)kσ(3)k
2
σ(2) + 4kσ(1)kσ(3)kσ(2) + 4kσ(1)kσ(3) + kσ(1)k

3
σ(2) + 6kσ(1)k

2
σ(2) + 13kσ(1)kσ(2) + 10kσ(1)

+ k2σ(3)k
2
σ(2) + 4k2σ(3)kσ(2) + 4k2σ(3) + 2kσ(3)k

3
σ(2) + 12kσ(3)k

2
σ(2) + 26kσ(3)kσ(2) + 20kσ(3)

+ k4σ(2) + 8k3σ(2) + 27k2σ(2) + 44kσ(2) + 29

を得る。したがって、it = σ(3)のときと同様に

mt − ut − kt >
1

2
(kσ(1)kσ(3)k

2
σ(2) + 4kσ(1)kσ(3)kσ(2) + 4kσ(1)kσ(3) + kσ(1)k

3
σ(2) + 6kσ(1)k

2
σ(2)

+ 13kσ(1)kσ(2) + 10kσ(1) + k2σ(3)k
2
σ(2) + 4k2σ(3)kσ(2) + 4k2σ(3) + 2kσ(3)k

3
σ(2)

+ 12kσ(3)k
2
σ(2) + 26kσ(3)kσ(2) + 20kσ(3) + k4σ(2) + 8k3σ(2) + 27k2σ(2) + 44kσ(2) + 29)

− kσ(1)
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=
1

2
(kσ(1)kσ(3)k

2
σ(2) + 4kσ(1)kσ(3)kσ(2) + 4kσ(1)kσ(3) + kσ(1)k

3
σ(2) + 6kσ(1)k

2
σ(2)

+ 13kσ(1)kσ(2) + 8kσ(1) + k2σ(3)k
2
σ(2) + 4k2σ(3)kσ(2) + 4k2σ(3) + 2kσ(3)k

3
σ(2)

+ 12kσ(3)k
2
σ(2) + 26kσ(3)kσ(2) + 20kσ(3) + k4σ(2) + 8k3σ(2) + 27k2σ(2) + 44kσ(2) + 29)

> 0

となり、示された。

7.4 一般化強許容数列による一般化コーン行列の記述
この節では一般化コーン行列が実は基本行列の積に分解できることを示す。
t = p

q を正の既約分数とする。R̃2 上の 2点 A = (0, 0)と B = (q, p)を考え、この端点を結ぶ曲線
片 γL

AB を考える。この節では既約分数 tに付随していることを強調するために、この曲線を Lt と表
すことにする。各端点を、それぞれ A,B からわずかに左へ平行移動して得られる曲線片を、Lt で表
すことにする（図 7.1参照）。ここで、左端点は左下の辺を通過するものとみなし、一方で右端点は
右上の辺の内部にとどまるものとみなす。両端点の扱いのこの微妙な違いは符号ルールの適用時に意
味をなす。

A

B

Lt

図 7.1 t = 2
5
に対応する線分 Lt

注 7.4.1. 次の方法で 1点穿孔トーラスを用いても Lt を得ることができる。R̃2 上の Lt を三角形分
割された 1点穿孔トーラス上に射影し、その弧の点とその周りをわずかに上方へ押し上げてループを
得る。そして、そのループを再び R̃2 に埋め込んだものとして Lt を与える。図 7.2 は t = 1

1 の場合
を示している。

7→ 7→ 7→

図 7.2 t = 1
1
に対する、トーラス上のループとしての Lt の解釈

次に、(k1, k2, k3) ∈ Z3
≥0 と σ ∈ S3 を固定して (k1, k2, k3, σ)一般化強許容列 s(t)*1を定義する。

*1 [Aig13] では「strongly admissible sequence」という語は本論文の意味での双無限列 ∞s(t)∞ を指して用いられて
いるが、ここではその単一ブロック s(t)に対してこの名称を用いる。



第 7章 一般化コーン行列 130

まず
s( 01 ) = (1 + kσ(2) + kσ(3), 1), s( 10 ) = (1 + kσ(1) + kσ(2), 1)

とおく。任意の既約分数 t ∈ (0,∞) に対して s(t)を次のように定義する：

(1) Lt に左下から右上への向きを入れる。任意の既約分数 t ∈ (0,∞)に対し、三角形横断規則お
よび辺横断規則によって付された符号を Lt がそれらを通過する順に並べる。

(2) (1)に現れる同符号の連続個数から整数列 s(t) = (a1, . . . , aℓ)を作る。

例 7.4.2. (k1, k2, k3, σ) = (1, 2, 0, id) かつ t = 2
5 とする。図 7.3 は Lt に沿った符号を示しており、

s( 25 ) = (5, 1, 3, 3, 1, 5, 4, 1, 3, 4)

を得る。Lt の右端点は R̃2 の最も右上の辺の内部にあるので、この辺には符号は付与されない。Lt

− − +

−

+

− +
+

−
−

+

−
+

+

−

−− −− ++ ++

+

−− −−
++

図 7.3 t = 2
5
に対応する線分 Lt と符号付け

と交わる唯一の水平な辺はその中点で交わっているように見えるが、実際には Lt は（正確には、Lt

を構成する前段階の Lt の時点で）直線をわずかに左へずらして定められているため、交点は中点よ
りわずかに左にある。したがって対応する符号は (+)であることに注意せよ。

注 7.4.3. s(t) = (a0, . . . , an)とする。この数列の成分について、以下が成り立つ。

(0) nは奇数である。
(1) a0 = 2 + k1 + k2 + k3 が成り立つ。
(2) t = 1

1 ならば s(t) = (2 + k1 + k2 + k3, 2 + kσ(2))となる。
(3) t ∈ (0, 1) ならば a1 = 1 であり、an 6= 1 である。一方 t ∈ (1,∞) ならば a1 6= 1 であり、

an = 1である。
(4) t = 1

2 ならば n = 3 であり、a3 = a2 + 1 + kt である。t = 2
1 ならば n = 3 であり、

a1 = a2 + 1 + kt である。
(5) t ∈ (0, 1

2 ) ∪ ( 12 , 1)ならば a2 + 1 = an であり、また i = 1, 2, . . . , n−5
2 に対して a2+i = an−i

である（n = 5のときこの関係式はないものとする）。さらに

an+3
2

= an+1
2

+ (−1)
n+1
2 kt

が成り立つ。
(6) t ∈ (1, 2

1 ) ∪ ( 21 ,∞)ならば a2 = an−1 + 1であり i = 1, 2, . . . , n−5
2 に対して a1+i = an−i−1

である（n = 5のときこの関係式はないものとする）。さらに

an+1
2

= an−1
2

+ (−1)
n−1
2 kt

が成り立つ。
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(7) t ∈ (0,∞)に対して、1
t に付随する (k1, k2, k3, σ

∗)一般化強許容列を s∗( 1t )とかくことにする
と、これは (a0, an, an−1, . . . , a1)で与えられる（Lt を原点を通る傾き 1の直線で鏡映したと
きに符号がどう変化するかを考え、(3),(4),(5),(6)で与えられている符号列の対称性を適用す
るとわかる）。明らかに ∞(s∗( 1t ))

∞ は ∞s(t)∞ の逆向きの列である。この事実は t = 0
1 およ

び 1
0 の場合にも成り立つ。

この節における主定理は以下の定理である。

定理 7.4.4. 任意の既約分数 t ∈ (0,∞]に対して Ct = Fs(t) が成り立つ。

この定理を示す前に、6.3節の最後で証明を後回しにした定理 6.3.17がこの定理から直ちに従うこ
とを見ておこう。

命題 6.3.17 (再掲). (k1, k2, k3) ∈ Z3
≥0,σ ∈ S3 を固定し、p, q を互いに素である非負整数とする。

このとき、A = (0, 0), B = (q, p)とすると

|γR
AB | = |γL

AB | = m p
q

が成立する。特に、d(A,B) = m p
q
である。

証明. s(t) = (a0, . . . , an)とする。Fs(t) の成分表示に関する系 6.1.8と Fs(t) の成分表示に関する定
理 7.2.1を定理 7.4.4によって結びつけることによって[

Kmt − kt − ut
Kmtut−ktut−u2

t−1
mt

mt ut

]
=

[
N(a0, . . . , an) N(a0, . . . , an−1)
N(a1, . . . , an) N(a1, . . . , an−1)

]
を得る。ここで (2, 1)成分を比較すると、左辺は傾き tに対応する GM数であり、右辺は Lt の構成
方法から Lt(= γL

AB)の GM長さを表していることがわかる。以上から主張が従う。

定理を示すために、一旦 t ∈ (0, 1)の範囲で考察を行う。以下、t ∈ (0, 1)を仮定する。まずは s(t)

から先頭の a0 を落とした s−(t) = (a1, . . . , an)が与える漸化挙動をみる。この数列は Lt を Lt から
構成するときに、端点を左側にずらしたことによって新たに出現した符号を落とした数列であり、Lt

に対する符号規則から得られる数列と一致する（ただし、Lt が R̃2 の点を通るケースがある場合があ
り、このときはこの点が接続されている辺に対応する個数分の符号 +がこの辺に与えられる）。この
数列に対応する Lt 上の符号は任意の t ∈ (0, 1)に対して +から始まるが、これを −に変えたものを
s′−(t)とする。t ∈ (0, 1)では a1 = 1（注 7.4.3 (3)）であるから、

s′−(t) = (a2 + 1, a3, . . . , an)

である。s′−(t)を Lt に付随する有限数列とみなすと、Lt の性質から次の命題が成り立つ。

命題 7.4.5. t ∈ (0, 1)を満たすファレイトリプル (r, t, s)に対して、次の 3つの主張が成り立つ。

(1) r = 0
1 かつ s 6= 1

1 であると仮定する。s′−(s) = (b1, . . . , bm) ならば、

s′−(t) = (bm, bm−1, . . . , b1 − 1, 1, 2 + kσ(2) + kσ(3))

が成り立つ。
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(2) r 6= 0
1 かつ s = 1

1 であると仮定する。s′−(r) = (a1, . . . , aℓ) ならば、

s′−(t) = (2 + kσ(2), 2 + k1 + k2 + k3, aℓ, . . . , a1)

が成り立つ。
(3) r 6= 0

1 かつ s 6= 1
1 であると仮定する。s′−(r) = (a1, . . . , aℓ) かつ s′−(s) = (b1, . . . , bm) な

らば、
s′−(t) = (bm, . . . , b1 − 1, 1, 2 + k1 + k2 + k3, aℓ, . . . , a1)

が成り立つ。

命題 7.4.5 (1),(2)の証明. Lt が通る R̃2 上のすべての三角形がなす図形を PG(t) で表すことに
する。
まず (1)を示す。r = 0

1 かつ s 6= 1
1 という仮定のもとでは、ある p ∈ Z>1 が存在して s = 1

p と書
ける。このとき t = 1

p+1 の場合について主張を示せばよい。p ≥ 2 なので、PG( 1
p+1 ) における最後

の 2 + kσ(2) + kσ(3) 個の符号はすべて + であり、その前の符号は − である（図 7.4 を参照）。

−
−+++

+

図 7.4 k = 1 および p = 7 のときの PG( 1
p+1

)

PG( 1
p+1 ) から最後の 2つの直角三角形からなる正方形を取り除いたあとの符号列と、PG( 1p ) の符

号列とを比較する（図 7.4 の白色部分と図 7.5 を比較せよ）。前者のグラフを SPG( 1
p+1 ) と書くこ

とにする。

+
+

図 7.5 k = 1 および p = 7 のときの PG( 1
p
)

SPG( 1
p+1 ) と PG( 1p ) とで異なるのは、中央の辺と最後の三角形に対応する符号だけであることを

示す。これら 2箇所の符号が異なることは明らかである。したがって、それ以外のすべての符号が一
致することを示せばよい。まず、直角三角形に付与される符号は明らかに一致する。次に、縦辺に付
与される符号を考える。PG( 1p ) の左から a 番目の縦辺と線分 L 1

p
との交点の高さは a

p である。ま
た、SPG( 1

p+1 ) の左から a 番目の縦辺と線分 L 1
p+1
との交点の高さは a

p+1 である。a
p > a

p+1 なの
で、「a

p < 1
2 ならば a

p+1 < 1
2 である」ことは簡単にわかり、PG( 1p )の (−)の符号は SPG( 1

p+1 )にお
いても保たれることがわかる。したがって (+)の符号の保存性、すなわち「a

p > 1
2 ならば a

p+1 ≥ 1
2

である」ことを示せば十分である。仮定から 2a ≥ p+ 1 より
1

2
− a

p+ 1
=

p− 2a+ 1

2(p+ 1)
≤ 0

となり、所望の不等式が従う。斜辺に付与される符号についても同様に示すことができる。したがっ
て、SPG( 1

p+1 ) と PG( 1p ) とでは、中央の辺及び最後の三角形に対応する符号だけが異なる。このと
き、注 7.4.3 (4),(5)の対称性から、PG( 1p )の中央の符号が変化すると数列自体は反転することがわ
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かる。したがって SPG( 1
p+1 ) の符号列から構成される数列は (bm, bm−1, . . . , b1 − 1, 1) である。こ

れに PG( 1
p+1 ) の最後のタイルに対応する 2 + kσ(2) + kσ(3) 個の符号から得られる値を組み合わせ

ることで、主張が従う。
次に (2)を示す。r 6= 0

1 かつ s = 1
1 という仮定のもとでは、ある p ∈ Z>1 が存在して r = p

p+1 と
書ける。このとき t = p+1

p+2 の場合について主張を示せばよい。p ≥ 2 なので、PG(p+1
p+2 ) における最

初の 4 + kσ(1) + 2kσ(2) + kσ(3) 個の符号は、2 + kσ(2) 個の − と 2 + k1 + k2 + k3 個の + からなる
（図 7.6 を参照）。

−−−
++ +

+
+

−

図 7.6 k = 1 および p = 3 のときの PG( p+1
p+2

)

PG(p+1
p+2 ) から最初の 2つのタイルを取り除いたあとの符号列と、PG( p

p+1 ) の符号列とを比較する
（図 7.6 と図 7.7 を比較せよ）。前者のグラフを SPG(p+1

p+2 ) と書くことにする。

+

図 7.7 k = 1 および p = 3 のときの PG( p
p+1

)

SPG(p+1
p+2 ) と PG( p

p+1 ) とで異なるのは、中央の辺に対応する符号だけであることを示す。この
箇所の符号が異なることは明らかである。したがって、それ以外のすべての符号が一致することを
示せばよい。まず、直角三角形に付与される符号は明らかに一致する。PG( p

p+1 ) の左から a+ 1 番
目の縦辺と線分 L p

p+1
との交点の高さは ap

p+1 であり、SPG(p+1
p+2 ) の左から a+ 1 番目の縦辺と線分

L p+1
p+2
との交点の高さは (a+1)(p+1)

p+2 − 1 である (原点を SPG(p+1
p+2 )の左下の点に取っている)。した

がって、
ap

p+ 1
− (a− 1) >

1

2
ならば (a+ 1)(p+ 1)

p+ 2
− 1− (a− 1) ≥ 1

2

の成立を示せば良い。実際、2a ≤ p より

1

2
− (a+ 1)(p+ 1)

p+ 2
+ 1 + (a− 1) =

2a− p

2(p+ 2)
≤ 0
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となり、所望の不等式が従う。斜辺および横辺に付与される符号についても同様に示すことができ
る。以降の議論は (1) の場合と同じである。

命題 7.4.5 の (3) を証明するために、上クリストッフェル語を思い出そう。X と Y からなる語全
体の集合を {X,Y }∗ と書く。既約分数 a

b をとる。1 ≤ i ≤ b+ 1 に対して、PG(t) における左から i

番目の縦線と Lt の交点の高さを yi と書く。ここで、x 以上の整数の中で最小の数を dxe と書く。
a
b に付随する 上クリストッフェル語 ucha/b を、

ucha/b := w1 · · ·wb ∈ {X,Y }∗

で定める。ただし
wi =

{
X (dyi+1e − dyie = 1 のとき)

Y (dyi+1e − dyie = 0 のとき)

である。

例 7.4.6. 2
5 の上クリストッフェル語 uch2/5 は XYXY Y である。図 7.8 も参照せよ。

X Y X Y Y

図 7.8 上クリストッフェル語 uch2/5

定理 7.4.7. (r, t, s) ∈ FT に対して、t 6= 1
0 であると仮定する。

ucht = uchs · uchr

が成り立つ。ただし ·は語を連結する操作を表すこととする。

証明. r = a
b , s = c

d を既約分数とする。(r, t, s) ∈ FT より r < t < s かつ bc− ad = 1が成り立つ。
したがって t = a+c

b+d である。上クリストッフェル語の定義より

∆i(u) := diue − d(i− 1)ue

とおくと uchu の第 i 文字は ∆i(u) によって決まる。
まず 1 ≤ i ≤ d に対して ∆i(t) = ∆i(s) を示す。

s− t =
c

d
− a+ c

b+ d
=

bc− ad

d(b+ d)
=

1

d(b+ d)

より 1 ≤ i ≤ d− 1 について
0 < is− it <

1

d

が成り立つ。一方、gcd(c, d) = 1 なので is /∈ Z であり、その小数部分は 1/d 以上である。した
がって

dite = dise (1 ≤ i ≤ d− 1)



135 7.4 一般化強許容数列による一般化コーン行列の記述

となる。また
dt = c− 1

b+ d

より ddte = c = ddse である。したがって ∆i(t) = ∆i(s) (1 ≤ i ≤ d) が従う。
次に 1 ≤ j ≤ b に対して ∆d+j(t) = ∆j(r) を示す。

(d+ j)t− c =
(d+ j)(a+ c)

b+ d
− c = jr +

j − b

b(b+ d)

であるから、1 ≤ j ≤ b− 1 に対して

0 < jr −
(
(d+ j)t− c

)
<

1

b

が成り立つ。gcd(a, b) = 1 より jr /∈ Z であり、その小数部分は 1/b以上なので

d(d+ j)te − c = djre (1 ≤ j ≤ b− 1)

となる。j = b の場合も直接計算により同様に成り立つ。したがって

∆d+j(t) = d(d+ j)te − d(d+ j − 1)te = djre − d(j − 1)re = ∆j(r)

が従う。以上から ucht の語の長さが b+ dであることに注意すると

ucht = (uchs の長さ d の部分) · (uchr の長さ b の部分)

となるので、ucht = uchs · uchr が成り立つ。

上の定理から、PG(t) の次の分解が得られる。

系 7.4.8. t ∈ (0, 1) を満たす (r, t, s) ∈ FT に対して、PG(t) は左下から右上へ順に、PG(s)、1つ
のタイル、PG(r) に分解される。

命題 7.4.5(3) の証明. 系 7.4.8 により、PG(t) は PG(s)、1 つのタイル、PG(r) に分解される（r

と sの順番は反転することに注意、図 7.9 を参照）。PG(t) における PG(s) 部分を SPG(s)、PG(r)
部分を SPG(r) と書くことにする。なお、この分解における第 2成分のタイルに付与される符号は
すべて + であることに注意する。

= ∪ ∪

図 7.9 r = 1
3
, t = 2

5
, s = 1

2
のときの PG(t)の分解

r = a
b , s = c

d と仮定する。SPG(s) の最も右上の点から、その点を端点として持つ垂直辺と Lt

の交点までの長さは 1
b+d であり、また SPG(r) の最も左下の点からその点を端点として持つ水平辺

と Lt との交点までの長さは 1
a+c である。SPG(s) の符号列と PG(s) の符号列とを比較すると、(1)

と同じ議論によって、最後の三角形および中央の辺における符号を除いてすべて一致することがわか
る。さらに、SPG(r) の符号列と PG(r) の符号列とを比較すると、(2)と同じ議論によって、中央の
辺における符号を除いてすべて一致することがわかる。したがって結論が得られる。
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今まで s′− で議論した命題を s− で言い換え、以後はこれを使用する。

系 7.4.9. t ∈ (0, 1)を満たすファレイトリプル (r, t, s)に対して、次の 3つの主張が成り立つ。

(1) r = 0
1 かつ s 6= 1

1 であると仮定する。s−(s) = (b1, . . . , bm) ならば、

s−(t) = (1, bm − 1, bm−1, . . . , b1, 2 + kσ(2) + kσ(3))

が成り立つ。
(2) r 6= 0

1 かつ s = 1
1 であると仮定する。s−(r) = (a1, . . . , aℓ) ならば、

s−(t) = (1, 1 + kσ(2), 2 + k1 + k2 + k3, aℓ, . . . , a3, a2 + 1)

が成り立つ。
(3) r 6= 0

1 かつ s 6= 1
1 であると仮定する。s−(r) = (a1, . . . , aℓ) かつ s−(s) = (b1, . . . , bm) な

らば、
s−(t) = (1, bm − 1, bm−1, . . . , b1, 2 + k1 + k2 + k3, aℓ, . . . , a3, a2 + 1)

が成り立つ。

証明に必要な順序イデアルの個数に関する関係式を導入しておく。以下では、任意の有限整数列
S = (x1, . . . , xm)に対して

FS :=

m∏
i=1

[
xi 1
1 0

]
, N(S) := (FS)11

によって N(S)を定める。また、漸化式を端点で用いるため、N(∅) = 1、長さ −1の列に対応する
項は 0と約束する。

補題 7.4.10. a, b, k, a1, . . . , an ∈ Z, µを整数列とする。このとき、次の関係式が成立する。ただし
(2)では n ≥ 2とする。

(1) N(a, 1, b, µ) = (a+ 1)N(b+ 1, µ)−N(µ)

(2) N(a2, . . . , an + k, an, . . . , a1) = N(a1, . . . , an + k, an, . . . , a2) + (−1)nk

証明. 有限整数列 S = (x1, . . . , xm) に対して

Fx :=

[
x 1
1 0

]
, FS := Fx1

· · ·Fxm

とおく。定義より
N(S) = (FS)11

である。まずこの行列表示から以後使う基本公式をまとめておく。
主張 1. 任意の有限整数列 (x1, . . . , xm) に対して、上の空列・長さ −1の列の規約のもとで

N(x1, . . . , xm) = x1N(x2, . . . , xm) +N(x3, . . . , xm) (7.4.1)

が成り立つ。これは (6.1.1)と命題 6.1.9から直ちに従う。
主張 2. 任意の整数 c と整数列 ν に対して

N(c+ 1, ν) = N(c, ν) +N(ν) (7.4.2)
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が成り立つ。
実際、(7.4.1) を x1 = c+ 1 に適用すると

N(c+ 1, ν) = (c+ 1)N(ν) +N(ν′)

となる。ただし ν′ は ν の先頭を除いた列である。一方、

N(c, ν) = cN(ν) +N(ν′)

であるから、差を取れば (7.4.2) を得る。以上を用いて (1), (2) を示す。
まず (1)を示そう。(7.4.1)と命題 6.1.9を用いると

N(a, 1, b, µ) = aN(b+ 1, µ) +N(b, µ)

である。さらに (7.4.2) から
N(b, µ) = N(b+ 1, µ)−N(µ)

を得る。これらを代入すると

N(a, 1, b, µ) = aN(b+ 1, µ) +N(b, µ) = aN(b+ 1, µ) +
(
N(b+ 1, µ)−N(µ)

)
= (a+ 1)N(b+ 1, µ)−N(µ).

よって (1) が示された。
次に (2)を示す。n ≥ 2 とする。以下

P := Fa2
· · ·Fan−1

=

[
p r
q s

]
とおく。さらに A1 := Fa1

, An := Fan
とおく。ただし n = 2 のときは P = E2 とみなす。各 Fx

は対称行列なので
PT = Fan−1 · · ·Fa2

である。また
E11 :=

[
1 0
0 0

]
とおくと

Fan+k = Fan + kE11

が成り立つ。いま

∆(k) := N(a2, . . . , an + k, an, . . . , a1)−N(a1, . . . , an + k, an, . . . , a2)

とおく。このとき定義より

∆(k) =
(
PFan+kAnP

TA1

)
11

−
(
A1PFan+kAnP

T
)
11

=
(
P (An + kE11)AnP

TA1

)
11

−
(
A1P (An + kE11)AnP

T
)
11
.

分配法則で展開すると

∆(k) =
((

PAnAnP
TA1

)
11

−
(
A1PAnAnP

T
)
11

)
+ k
((

PE11AnP
TA1

)
11

−
(
A1PE11AnP

T
)
11

)
.
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ここで第 1 項は ∆(0) であるが (a2, . . . , an, an, . . . , a1) と (a1, . . . , an, an, . . . , a2) は互いに逆順の
列であるから命題 6.1.9 (1)より ∆(0) = 0 である。したがって

∆(k) = k
((

PE11AnP
TA1

)
11

−
(
A1PE11AnP

T
)
11

)
. (7.4.3)

以下、括弧内を計算する。まず

PE11 =

[
p r
q s

] [
1 0
0 0

]
=

[
p 0
q 0

]
,

したがって
PE11An =

[
p 0
q 0

] [
an 1
1 0

]
=

[
pan p
qan q

]
.

さらに
PT =

[
p q
r s

]
であるから

PE11AnP
T =

[
pan p
qan q

] [
p q
r s

]
=

[
p(anp+ r) p(anq + s)
q(anp+ r) q(anq + s)

]
.

よって(
PE11AnP

TA1

)
11

=
[
p(anp+ r) p(anq + s)

] [a1
1

]
= a1p(anp+ r) + p(anq + s),

また (
A1PE11AnP

T
)
11

=
[
a1 1

] [p(anp+ r)
q(anp+ r)

]
= a1p(anp+ r) + q(anp+ r).

したがって(
PE11AnP

TA1

)
11

−
(
A1PE11AnP

T
)
11

=
(
a1p(anp+ r) + p(anq + s)

)
−
(
a1p(anp+ r) + q(anp+ r)

)
= p(anq + s)− q(anp+ r) = panq + ps− qanp− qr = ps− qr = detP.

各 Fx の行列式は −1 であるから

detP = (−1)n−2 = (−1)n.

これを (7.4.3) に代入すると ∆(k) = (−1)nk を得る。すなわち

N(a2, . . . , an + k, an, . . . , a1) = N(a1, . . . , an + k, an, . . . , a2) + (−1)nk.

これで (2) が示された。

補題 7.4.10 (1)の一般化版として次の等式も成り立つ。

補題 7.4.11. 空列を ∅ とし、

N(∅) = 1, N(∅, λ) = N(λ)

と約束する。このとき、任意の有限正整数列 ν, µと a, b ∈ Z≥1 に対して

N(ν, a, 1, b, µ) = N(ν, a+ 1)N(b+ 1, µ)−N(ν)N(µ)

が成り立つ。
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証明. ν の長さに関する帰納法で示す。まず ν = ∅ のとき、主張は

N(a, 1, b, µ) = (a+ 1)N(b+ 1, µ)−N(µ)

で、これは補題 7.4.10 (1)ですでに示した。
次に |ν| ≥ 1 とし、ν = (c, ν′) と書く。さらに、ν′ = (ν2, . . . , νr) の先頭をもう一つ落とした列を

ν′′ とする（|ν| = 1 のときは ν′ = ν′′ = ∅ とする）。N の漸化式より、

N(ν, a, 1, b, µ) = cN(ν′, a, 1, b, µ) +N(ν′′, a, 1, b, µ)

を得る。ここで帰納法の仮定を ν′ と ν′′ に適用すると

N(ν, a, 1, b, µ)

= c
(
N(ν′, a+ 1)N(b+ 1, µ)−N(ν′)N(µ)

)
+
(
N(ν′′, a+ 1)N(b+ 1, µ)−N(ν′′)N(µ)

)
=
(
cN(ν′, a+ 1) +N(ν′′, a+ 1)

)
N(b+ 1, µ)−

(
cN(ν′) +N(ν′′)

)
N(µ).

再び N の漸化式を用いると、

cN(ν′, a+ 1) +N(ν′′, a+ 1) = N(ν, a+ 1), cN(ν′) +N(ν′′) = N(ν)

であるから、
N(ν, a, 1, b, µ) = N(ν, a+ 1)N(b+ 1, µ)−N(ν)N(µ)

を得る。よって示された。

補題 7.4.12. α = (a1, . . . , ar), β = (b1, . . . , bs) を正整数の非空有限数列とする。(α, β) で α と β

の連結を表す。また、α− は最後の項を除いた列、−α は最初の項を除いた列、−α− は最初と最後の
項を除いた列を表すものとし、β についても同様に定める。空列に対しては N(∅) = 1、長さ −1の
列に対応する項は 0と約束する。このとき

N(α, β) = N(α)N(β) +N(α−)N(−β)

が成り立つ。

証明. 系 6.1.8より、

Fα =

[
N(α) N(α−)
N(−α) N(−α−)

]
, Fβ =

[
N(β) N(β−)
N(−β) N(−β−)

]
である。
また、Fα の定義から Fα,β = FαFβ が成り立つ。したがって、

Fα,β =

[
N(α) N(α−)
N(−α) N(−α−)

] [
N(β) N(β−)
N(−β) N(−β−)

]
.

この右辺の (1, 1) 成分はN(α)N(β)+N(α−)N(−β) である。一方、再び系 6.1.8より Fα,β の (1, 1)

成分は N(α, β)である。よって (1, 1) 成分を比較して

N(α, β) = N(α)N(β) +N(α−)N(−β)

を得る。
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以上を踏まえて、定理 7.4.4を示す。t ∈ (0, 1]の範囲では帰納法を使って示し、それ以外のところ
では t ∈ (0, 1]の結果を利用して示す。

定理 7.4.4の証明. まず t ∈ (0, 1]を仮定し、この範囲で主張が成り立つことを示す。t = 1
1 ,

1
2 の場

合は直接計算で確かめることができる。まず t = 1
p−1 ,

1
p（ただし p ≥ 2）の場合に定理の成立を仮定

して t = 1
p+1 の場合で成り立つことを示す。系 7.4.9から、

s( 1p ) = (2 + k1 + k2 + k3, b1, b2, . . . , bm)

なる表示がとれ、これを使って

s( 1
p+1 ) = (2 + k1 + k2 + k3, 1, bm − 1, bm−1, . . . , b1, 2 + kσ(2) + kσ(3))

とかける。したがって、

Fs( 1
p+1 )

=

[
N(K − 1, 1, bm − 1, bm−1, . . . , b1, 2 + kσ(2) + kσ(3)) N(K − 1, 1, bm − 1, bm−1, . . . , b1)

N(1, bm − 1, bm−1, . . . , b1, 2 + kσ(2) + kσ(3)) N(1, bm − 1, bm−1, . . . , b1)

]
となる。一方、C 1

p+1
= C 0

1
C 1

p
− D 1

p−1
であるから、C 1

p
に帰納法の仮定を利用したものを考え、

Fs( 1
p+1 )

と C 1
p+1
の成分を比較する。ここで、det(C 1

p+1
) = det(Fs( 1

p+1 )
) = 1 であることが補題

2.2.5、注 7.4.3 (0)、定理 7.2.1からわかっているので、(1, 1)成分、(2, 1)成分、(1, 2)成分のみを比
較すれば良い。したがって示すべきは

N(K − 1, 1, bm − 1, bm−1, . . . , b1, 2 + kσ(2) + kσ(3))

= KN(K − 1, b1, . . . , bm)−Kkσ(1)N(b1, . . . , bm)−N(b1, . . . , bm)− k 1
p−1

(7.4.4)

N(1, bm − 1, bm−1, . . . , b1, 2 + kσ(2) + kσ(3)) = N(K − 1, 1, b2 − 1, . . . , bm)− kσ(1)N(b1, . . . , bm)
(7.4.5)

N(1, bm − 1, bm−1, . . . , b1) = N(K − 1, 1, b2 − 1, . . . , bm−1)− kσ(1)N(b1, . . . , bm−1)− k 1
p−1

(7.4.6)

の 3つの式である。(7.4.4)を示す。左辺に補題 7.4.10 (1)を適用して

N(K − 1, 1, bm − 1, bm−1, . . . , b1, 2 + kσ(2) + kσ(3))

= KN(bm, . . . , b1, 2 + kσ(2) + kσ(3))−N(bm−1, . . . , b1, 2 + kσ(2) + kσ(3))

を得る。さらに、b1 = 1 であるから命題 6.1.9 (1) を適用して数列の順番を逆転させ、さらに補題
7.4.10 (1)を適用して

KN(bm, . . . , b1, 2 + kσ(2) + kσ(3))−N(bm−1, . . . , b1, 2 + kσ(2) + kσ(3))

= (K − kσ(1))KN(b2 + 1, . . . , bm)−KN(b3, . . . , bm)− (K − kσ(1))N(b2 + 1, . . . , bm−1)

+N(b3, . . . , bm−1)

を得る。一方で右辺の第 1項に対して補題 7.4.10 (1)を適用して

KN(K − 1, b1, . . . , bm)−Kkσ(1)N(b1, . . . , bm)−N(b1, . . . , bm)− k 1
p−1

= K2N(b2 + 1, . . . , bm)−KN(b3, . . . , bm)−Kkσ(1)N(b1, . . . , bm)−N(b1, . . . , bm)− k 1
p−1

さらに、r = 0
1 , t =

1
p , s =

1
p−1 に対して系 7.4.9を適用することで bm−1 = 1, bm = 2+ kσ(2)+ kσ(3)

がわかるので、直前の式の第 4項に対して補題 7.4.10 (1)を適用することで

K2N(b2 + 1, . . . , bm)−KN(b3, . . . , bm)−Kkσ(1)N(b1, . . . , bm)−N(b1, . . . , bm)− k 1
p−1
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= K2N(b2 + 1, . . . , bm)−KN(b3, . . . , bm)−Kkσ(1)N(b1, . . . , bm)− (K − kσ(1))N(b1, . . . , bm−2 + 1)

+N(b1, . . . , bm−3)− k 1
p−1

を得る。ここで N(b1, . . . , bm−2 + 1) = N(b1, . . . , bm−1)と変形して右辺から計算した式と左辺から
計算した式を比較すると、等号が成り立つためにはこの差をとった

E = N(b3, . . . , bm−2 + 1)−N(b2 + 1, . . . , bm−3) + k 1
p−1

が 0であることを示せばよいことになる。注 7.4.3 (5)で与えられる対称性を考慮すると、この式は
補題 7.4.10 (2) から従うことがわかる。よって (7.4.4) が示された。(7.4.5),(7.4.6) についても同様
の変形を用いることで証明できる（これらは演習問題とする）。
次に t = p−1

p , p
p+1 の場合に定理の成立を仮定して t = p+1

p+2 の場合を示す。系 7.4.9から、

s( p
p+1 ) = (2 + k1 + k2 + k3, a1, a2, . . . , aℓ)

なる表示がとれ、これを使って

s(p+1
p+2 ) = (2 + k1 + k2 + k3, 1, 1 + kσ(2), 2 + k1 + k2 + k3, aℓ, . . . , a3, a2 + 1)

とかける。したがって、

Fs( p+1
p+2 )

=

[
N(K − 1, 1, 1 + kσ(2),K − 1, aℓ, . . . , a2 + 1) N(K − 1, 1, 1 + kσ(2),K − 1, aℓ, . . . , a3)

N(1, 1 + kσ(2),K − 1, aℓ, . . . , a2 + 1) N(1, 1 + kσ(2),K − 1, aℓ, . . . , a3)

]
となる。一方、C p+1

p+2
= C p

p+1
C 1

1
−D p−1

p
であるから、C p+1

p+2
に帰納法の仮定を利用したものを考え、

Fs( p+1
p+2 )

と C p+1
p+2
の成分を比較する。直前の場合と同じ理由から (1, 1)成分、(2, 1)成分、(1, 2)成分

のみを比較すれば良い。したがって示すべきは

N(K − 1, 1, 1 + kσ(2),K − 1, aℓ, . . . , a2 + 1)

= (K(kσ(2) + 2)− kσ(2) − 1)N(K − 1, a1, . . . , aℓ) + (kσ(2) + 2)N(K − 1, a1, . . . , aℓ−1)− k p−1
p

(7.4.7)

N(1, 1 + kσ(2),K − 1, aℓ, . . . , a2 + 1)

= (K(kσ(2) + 2)− kσ(2) − 1)N(a1, . . . , aℓ) + (kσ(2) + 2)N(a1, . . . , aℓ−1) (7.4.8)

N(1, 1 + kσ(2),K − 1, aℓ, . . . , a3) = (K − 1)N(a1, . . . , aℓ) +N(a1, . . . , aℓ−1)− k p−1
p

(7.4.9)

の 3つの式である。
まず、注 7.4.3 (3) から a1 = 1 が成り立つことに注意する。したがって、命題 6.1.9 を用いるこ
とで

N(aℓ, . . . , a3, a2 + 1) = N(a2 + 1, a3, . . . , aℓ) = N(1, a2, . . . , aℓ) = N(a1, . . . , aℓ),

N(aℓ−1, . . . , a3, a2 + 1) = N(a2 + 1, a3, . . . , aℓ−1) = N(1, a2, . . . , aℓ−1) = N(a1, . . . , aℓ−1)

を得る。この同一視は以後断り無しに使う。
まず (7.4.7)を示す。左辺に補題 7.4.10 (1)を適用すると

N(K − 1, 1, 1 + kσ(2),K − 1, aℓ, . . . , a3, a2 + 1)

= KN(kσ(2) + 2,K − 1, aℓ, . . . , a3, a2 + 1)−N(K − 1, aℓ, . . . , a3, a2 + 1)
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となる。さらに上式の第 1項と第 2項に (7.4.1)を適用するとそれぞれ

KN(kσ(2) + 2,K − 1, aℓ, . . . , a3, a2 + 1)

= K(kσ(2) + 2)N(K − 1, aℓ, . . . , a3, a2 + 1) +KN(aℓ, . . . , a3, a2 + 1),

N(K − 1, aℓ, . . . , a3, a2 + 1) = (K − 1)N(aℓ, . . . , a3, a2 + 1) +N(aℓ−1, . . . , a3, a2 + 1)

であり、前者の式の第 1項にさらに (7.4.1)を適用すると

K(kσ(2) + 2)N(K − 1, aℓ, . . . , a3, a2 + 1)

= K(K − 1)(kσ(2) + 2)N(aℓ, . . . , a3, a2 + 1) +K(kσ(2) + 2)N(aℓ−1, . . . , a3, a2 + 1)

これを代入することで (7.4.7)の左辺は(
K(K − 1)(kσ(2) + 2) + 1

)
N(aℓ, . . . , a3, a2 + 1) +

(
K(kσ(2) + 2)− 1

)
N(aℓ−1, . . . , a3, a2 + 1).

(7.4.10)

となる。次に (7.4.7)の右辺について、第 1項、第 2項ともに補題 7.4.10 (1)を適用してそれぞれ

(K(kσ(2) + 2)− kσ(2) − 1)N(K − 1, a1, . . . , aℓ)

= K(K(kσ(2) + 2)− kσ(2) − 1)N(a2 + 1, . . . , aℓ)− (K(kσ(2) + 2)− kσ(2) − 1)N(a3, . . . , aℓ),

(kσ(2) + 2)N(K − 1, a1, . . . , aℓ−1) = K(kσ(2) + 2)N(a2 + 1, . . . , aℓ−1)− (kσ(2) + 2)N(a3, . . . , aℓ−1)

を得る。これらを右辺に代入することで

K
((

(K − 1)(kσ(2) + 2) + 1
)
N(a2 + 1, . . . , aℓ) + (kσ(2) + 2)N(a2 + 1, . . . , aℓ−1)

)
−
((

(K − 1)(kσ(2) + 2) + 1
)
N(a3, . . . , aℓ) + (kσ(2) + 2)N(a3, . . . , aℓ−1)

)
− k p−1

p
. (7.4.11)

を得る。主張を得るためには (7.4.10) と (7.4.11) の差が 0 であることを示せば良い。実際に差を
取ったものを E とすると

E =(K − 1)N(a2 + 1, . . . , aℓ) +N(a2 + 1, . . . , aℓ−1)−
(
(K − 1)(kσ(2) + 2) + 1

)
N(a3, . . . , aℓ)

− (kσ(2) + 2)N(a3, . . . , aℓ−1)− k p−1
p

(7.4.12)

となる。ここで t = p−1
p に系 7.4.9を適用することにより a2 + 1 = 2 + kσ(2) であることがわかる。

そこで上記の第 1項と第 2項に (7.4.1)を適用することで

(K − 1)N(a2 + 1, . . . , aℓ) = (K − 1)(2 + kσ(2))N(a3, . . . , aℓ) + (K − 1)N(a4, . . . , aℓ),

N(a2 + 1, . . . , aℓ−1) = (2 + kσ(2))N(a3, . . . , aℓ−1) +N(a4, . . . , aℓ−1)

が得られ、これを (7.4.12)に代入することで

E = (K − 1)N(a4, . . . , aℓ) +N(a4, . . . , aℓ−1)−N(a3, . . . , aℓ)− k p−1
p

(7.4.13)

を得る。加えて a3 = K − 1であるから、第 3項に (7.4.1)を適用することで

N(a3, . . . , aℓ) = (K − 1)N(a4, . . . , aℓ) +N(a5, . . . , aℓ)

を得るので、これをさらに (7.4.13)に代入することで

E = N(a4, . . . , aℓ−1)−N(a5, . . . , aℓ)− k p−1
p
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を得る。注 7.4.3 (5)で与えられる対称性を考慮すると、補題 7.4.10 (2)から E = 0であることがわ
かる。よって (7.4.7) が示された。(7.4.8),(7.4.9) についても同様の変形を用いることで証明できる
（これらは演習問題とする）。
最後に上記以外の t ∈ (0, 1)の場合を示す。s(r) = (K − 1, a1, . . . , aℓ), s(s) = (K − 1, b1, . . . , bm)

であるとすると、系 7.4.9から

s(t) = (K − 1, 1, bm − 1, bm−1, . . . , b1,K − 1, aℓ, . . . , a3, a2 + 1)

とかける。
µ := (bm − 1, bm−1, . . . , b1,K − 1, aℓ, . . . , a3)

とおくと
Fs(t) =

[
N(K − 1, 1, µ, a2 + 1) N(K − 1, 1, µ)

N(1, µ, a2 + 1) N(1, µ)

]
となる。一方、Ct = CrCs −Dt であるから、Cr, Cs に帰納法の仮定を利用したものを考え、Fs(t)

と Ct の成分を比較する。これまでと同じ理由により (1, 1)成分、(2, 1)成分、(1, 2)成分のみを比較
すれば良い。したがって示すべきは

N(K − 1, 1, µ, a2 + 1)

= N(K − 1, a1, . . . , aℓ)N(K − 1, b1, . . . , bm) +N(K − 1, a1, . . . , aℓ−1)N(b1, . . . , bm)− kt
(7.4.14)

N(1, µ, a2 + 1) = N(a1, . . . , aℓ)N(K − 1, b1, . . . , bm) +N(a1, . . . , aℓ−1)N(b1, . . . , bm) (7.4.15)

N(1, µ) = N(a1, . . . , aℓ)N(b1, . . . , bm) +N(a1, . . . , aℓ−1)N(b1, . . . , bm−1)− kt (7.4.16)

の 3つの式である。(7.4.14)を示す。b1 = 1であることを使って左辺に補題 7.4.11を適用すると

N(K − 1, 1, µ, a2 + 1) =N(K − 1, 1, bm − 1, bm−1, . . . , b2 + 1)N(K, aℓ, . . . , a2 + 1)

−N(K − 1, 1, bm − 1, bm−1, . . . , b3)N(aℓ, . . . , a2 + 1) (7.4.17)

となる。さらに K を含む数列を持つ項に (7.4.1)、K − 1を含む数列を持つ項に補題 7.4.11を適用
することで (7.4.17)は

K2N(a2 + 1, . . . , aℓ)N(b2 + 1, . . . , bm) +KN(a2 + 1, . . . , aℓ−1)N(b2 + 1, . . . , bm)

−KN(a2 + 1, . . . , aℓ)N(b2 + 1, . . . , bm−1)−N(a2 + 1, . . . , aℓ−1)N(b2 + 1, . . . , bm−1)

−KN(a2 + 1, . . . , aℓ)N(b3, . . . , bm) +N(a2 + 1, . . . , aℓ)N(b3, . . . , bm−1). (7.4.18)

となる。一方で (7.4.14)の右辺に対して補題 7.4.11を適用することで

K2N(a2 + 1, . . . , aℓ)N(b2 + 1, . . . , bm)−KN(a2 + 1, . . . , aℓ)N(b3, . . . , bm)

−KN(a3, . . . , aℓ)N(b2 + 1, . . . , bm) +N(a3, . . . , aℓ)N(b3, . . . , bm)

+KN(a2 + 1, . . . , aℓ−1)N(b1, . . . , bm)−N(a3, . . . , aℓ−1)N(b2 + 1, . . . , bm)− kt. (7.4.19)

である。主張を示すためには (7.4.18)と (7.4.19)の差が 0であることを示せば良い。差を取ったも
のを E とおくと、

E = −KN(a2 + 1, . . . , aℓ)N(b2 + 1, . . . , bm−1)−N(a2 + 1, . . . , aℓ−1)N(b2 + 1, . . . , bm−1)

+N(a2 + 1, . . . , aℓ)N(b3, . . . , bm−1) +KN(a3, . . . , aℓ)N(b2 + 1, . . . , bm)



第 7章 一般化コーン行列 144

−N(a3, . . . , aℓ)N(b3, . . . , bm) +N(a3, . . . , aℓ−1)N(b2 + 1, . . . , bm) + kt. (7.4.20)

ここで、補題 7.4.10 (1)から

N(K − 1, b1, . . . , bj) = KN(b2 + 1, . . . , bj)−N(b3, . . . , bj)

である。これを j = m− 1,m に適用することにより (7.4.20) は

E = −N(a2 + 1, . . . , aℓ)N(K − 1, b1, . . . , bm−1)−N(a2 + 1, . . . , aℓ−1)N(b1, . . . , bm−1)

+N(a3, . . . , aℓ)N(K − 1, b1, . . . , bm) +N(a3, . . . , aℓ−1)N(b1, . . . , bm) + kt (7.4.21)

と書き直せる。ここでさらに補題 7.4.12から

N(a3, . . . , aℓ)N(K − 1, b1, . . . , bm) +N(a3, . . . , aℓ−1)N(b1, . . . , bm)

= N(a3, . . . , aℓ,K − 1, b1, . . . , bm),

N(a2 + 1, . . . , aℓ)N(K − 1, b1, . . . , bm−1) +N(a2 + 1, . . . , aℓ−1)N(b1, . . . , bm−1)

= N(a2 + 1, . . . , aℓ,K − 1, b1, . . . , bm−1)

が従う。したがって

E = N(a3, . . . , aℓ,K − 1, b1, . . . , bm)−N(a2 + 1, . . . , aℓ,K − 1, b1, . . . , bm−1) + kt. (7.4.22)

さらに命題 6.1.9により数列を逆順にして

E = N(bm, . . . , b1,K − 1, aℓ, . . . , a3)−N(bm−1, . . . , b1,K − 1, aℓ, . . . , a3, a2 + 1) + kt. (7.4.23)

最後に、補題 7.4.10 (2)から

N(bm, . . . , b1,K − 1, aℓ, . . . , a3) = N(bm−1, . . . , b1,K − 1, aℓ, . . . , a3, a2 + 1)− kt

を得るので E = 0となって主張が従う。
(7.4.15), (7.4.16)についても同様の変形を用いることで証明できる（これらは演習問題とする）。
次に t ∈ (1,∞]の場合について証明を行う。C 1

0
については直接計算で確認せよ。以下 t ∈ (1,∞)

とする。まず系 5.3.7と命題 5.4.4からm∗
1
t

= mt, u
∗
1
t

= mt −ut − kt である。これと定理 7.2.1から

Ct =

[
(K − 1)m∗

1
t

+ u∗
1
t

∗
m∗

1
t

m∗
1
t

− u∗
1
t

− kt

]

であることがわかる（(1, 2) 成分は detCt = 1 から決定される）。 1
t ∈ (0, 1) なので s∗( 1t ) =

(b0, . . . , bm)とすると前半の主張が使えて

Ct =

[
(K − 1)N(b1, . . . , bm) +N(b1, . . . , bm−1) ∗

N(b1, . . . , bm) N(b1, . . . , bm)−N(b1, . . . , bm−1)− kt

]
を得る。一方で、注 7.4.3 (7)から s(t) = (b0, bm, . . . , b1)と書けるので

Fs(t) =

[
N(b0, bm, . . . , b1) ∗
N(bm, . . . , b1) N(bm, . . . , b2)

]
となる。ここで、C∗

1
t

を 1
t に付随する (k1, k2, k3, σ

∗)-GC行列とすると、

tr(Ct) = tr(C∗
1
t
) = Kmt − kt
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であることがわかり、さらに b0 = K − 1, b1 = 1に注意して補題 7.4.10 (1)と (7.4.1)を使うことで

tr(Fs∗( 1
t )
)

= N(b0, b1, . . . , bm) +N(b1, . . . , bm−1)

= KN(b2 + 1, . . . , bm)−N(b3, . . . , bm) +N(b1, . . . , bm−1)

= (K − 1)N(b2 + 1, . . . , bm) +N(b2 + 1, . . . , bm)−N(b3, . . . , bm) +N(b1, . . . , bm−1)

= N(b0, bm, . . . , b1) +N(b2 + 1, . . . , bm)−N(b3, . . . , bm)

= N(b0, bm, . . . , b1) +N(1, b2, . . . , bm)−N(b3, . . . , bm)

= N(b0, bm, . . . , b1) +N(b2, . . . , bm)

= tr(Fs(t))

であるから、前半の結果 tr(Fs∗( 1
t )
) = tr(C∗

1
t

) と合わせて tr(Fs(t)) = tr(Ct) であることもわかる。
したがって Ct = Fs(t) を示すためには (1, 1) 成分と (2, 1) 成分の一致を確かめれば良い。このうち
(2, 1)成分は命題 6.1.9 (1)から一致し、(1, 1)成分は命題 6.1.9 (1)で Ct の方の数列を反転させた後
で (7.4.1)を適用することで一致することがわかる。以上から示された。

注 7.4.13. C 0
1
と Fs( 0

1 )
は一致しない。実際、C 0

1
には負の成分が存在する。
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第 8章

一般化離散マルコフスペクトラム

第 7章までに、一般化マルコフ数、特性数、一般化マルコフ距離、一般化コーン行列、一般化強許
容数列といった道具を整備してきた。本章ではそれらを用いて、一般化マルコフ数の理論をラグラン
ジュスペクトラムおよびマルコフスペクトラムの理論へと再接続する。すなわち、本章の目的は、一
般化マルコフ数から自然に得られる離散的な値の族を定義し、それらが実際にラグランジュ定数やマ
ルコフ定数として実現されることを示すことである。ここにおいて、第 II部で構成してきた数論的・
組合せ論的・幾何学的・行列論的データは、最終的にスペクトラムの言葉の中で一つに結びつく。
本章では、まず一般化マルコフ数から定まる値の集合として一般化離散マルコフスペクトラムを定
義し、本稿全体の主定理を述べる。ついで、その各元が実際に 2 次無理数のラグランジュ定数とし
て、また有理数係数 2次形式のマルコフ定数として実現されることを示す。これにより、一般化マル
コフ数の理論が単なる古典理論の形式的拡張ではなく、ラグランジュ/マルコフスペクトラムの中に
具体的な値を与える理論として機能していることが明らかになる。さらに (k1, k2, k3) = (0, 0, 0) の
場合にこの一般理論を古典的マルコフの定理へ特殊化し、古典定理が本稿の枠組みの中に自然に位置
づけられることを示す。その後、有理数傾きで得られる一般化強許容列を無理数傾きへ近づけること
で、無理数傾きの直線から得られる両側無限列によるマルコフ定数が境界値 3+ k1 + k2 + k3 となる
ことを証明する。加えて、(0, 0, 0) 型と (2, 2, 2) 型の間に現れる対応を論じ、最後にフロベニウスの
一意性予想の自然な一般化について考察する。
本章のうち、一般化離散マルコフスペクトラムの定義と主定理は基本的に [Gyo25] に基づいてい
る。マルコフの定理の証明については基本方針は従来のテキスト [Bom07, Aig13, Reu19]に沿って
いるが、強許容列との関係を見るために右/左メカニカル語を導入する本稿独自の証明を採用した。

8.1 定義と主定理
(k1, k2, k3) ∈ Z3

≥0 と σ ∈ S3 に対して、

Mk1,k2,k3,σ :=

{√
((3 + k1 + k2 + k3)mt − kt)2 − 4

mt

∣∣∣∣∣ t ∈ [0,∞] ∩Q, mt : (k1, k2, k3, σ)-GM数
}

Mk1,k2,k3
:=

⋃
σ∈S3

Mk1,k2,k3,σ

と定める。Mk1,k2,k3 を (k1, k2, k3) 一般化離散マルコフスペクトラムという。本節（そして本稿全
体）の主定理は次である：
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定理 8.1.1. (k1, k2, k3) ∈ Z3
≥0 と σ ∈ S3 を固定する。ここでは 1/0 = ∞および 1/∞ = 0と約束

する。任意の既約分数 t ∈ [0,∞] に対して、対応する (k1, k2, k3, σ)-GM数と位置の組を (mt, it)と
し、対応する一般化強許容列を s(t) とする。有限正整数列 S に対して αS := [S] と書くことにす
ると、

L(αs(t)) = L(αs∗( 1
t )
) =

√
((3 + k1 + k2 + k3)mt − kt)2 − 4

mt

が成り立つ。とくにMk1,k2,k3 ⊂ Lである。

上記の定理を認めると、定理 4.4.2から次の定理も直ちに従う。

定理 8.1.2. 有限正整数列 S に対して、QS = (x−αSy)(x−α′
Sy)とする。ただし α′

S は αS の 2次
共役であるとする。このとき、

M(Qs(t)) = M(Qs∗( 1
t )
) =

√
((3 + k1 + k2 + k3)mt − kt)2 − 4

mt

が成り立つ。

本稿のこれまでの内容から、定理 8.1.1は次のように証明される。

定理 8.1.1 の証明. L(αs(t)) = L(αs∗( 1
t )
)であることは、定理 3.3.3と S の反転不変性から、s(t)の

循環節と s∗( 1t )の循環節が反転と循環シフトを除いて一致すれば良い。これは注 7.4.3 (7)から直ち
に従う。次に L(αs(t)) =

√
((3+k1+k2+k3)mt−kt)2−4

mt
であることを示す。なお、t = 0の場合は、s(0)、

Fs(0) およびm0 を定義から直接計算することで主張が従う。したがって以下では t ∈ (0,∞]として
示す。定理 3.3.5から、

L(αs(t)) = max

{√
(tr(FSi

))2 − (−1)n+1 · 4
(FSi)21

∣∣∣∣∣ 0 ≤ i ≤ n

}

が成り立つ (ただし、s(t) = (a0, . . . , an)に対して Si := (ai, . . . , an, a0, . . . , ai−1)とした)。注 7.4.3

(0)から (−1)n+1 = 1であることに注意せよ。ここで、i = 0とすると FS0
= Fs(t) だが、定理 7.4.4

よりこれは Ct に一致する。さらに、tr(Ct) = (3 + k1 + k2 + k3)mt − kt であることが定理 7.2.1か
らわかる。さらに定理 7.2.1から (FS0)21 = (Ct)21 = mt であることもわかるので、あとは

min{(FSi)21 | 0 ≤ i ≤ n} = (FS0)21

であることがわかれば良い。したがって主張を示すためには (FS0
)21 = N(a1, . . . , an) が

Nt = {N(w) | ある 0 ≤ k ≤ nが存在して w = (ak+1, ak+2, . . . , ak+n)}

における最小元であることを示せば十分である。R̃2 を一点穿孔トーラスの三角形分割へ射影すると、
Lt はトーラス上のループに対応する（注 7.4.1 も参照）。Lt をこのトーラス上のループとみなすと
き、各 w = (ak+1, . . . , ak+n) に対して、三角形横断規則および辺横断規則により符号列 w を与える
Lt の部分を Lt(w) と書く。
表 8.1 に従って Lt(w) の端点を修正すると、三角形横断規則・辺横断規則・端点規則により符号
列が w となるような弧 L̃t(w) を得る。
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Lt(w)の端点 L̃t(w)への修正 Lt(w)の端点 L̃t(w)への修正

表 8.1 端点の修正

ここで、Lt(w) の 2つの端点は、端点の修正によって一点穿孔トーラス上のホモトピーの意味で遠
回りすることなく接続されていることに注意する（図 8.1 参照）。この事実は端点修正のすべてのパ
ターンを場合分けすれば確認できる。
したがって t = p

q のとき L̃t(w) は (0, 0) から (q, p) への曲線片として表すことができる。さらに
これらの L̃t(w)は常に一般弧である。さて、L̃t(a1, . . . , an) は、端点 A = (0, 0)、B = (q, p) をもつ
線分 Lt（したがって γL

AB）に対応していることがわかる。このとき、定理 6.3.7より N(a1, . . . , an)

は Nt において最小値をとることがわかり証明が完了する。
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7→

図 8.1 Lt(w) から L̃t(w) への修正の例

この証明のポイントは、ラグランジュ定数の値の候補を

L(αs(t)) = max

{√
(tr(FSi

))2 − (−1)n+1 · 4
(FSi

)21

∣∣∣∣∣ 0 ≤ i ≤ n

}

まで絞った後、最も小さい (FSi
)21 を与える Si がどれで、さらにそのときの (FSi

)21 の値がいくつ
なのかを決める手法にある。例えば [Bom07]ではこの部分をアドホックな大小評価で与えているが、
本稿ではここに GM 距離の最小性とそのときの GM 距離の値が GM 数になることを使っている。
前者の手法は考えている GM数がマルコフ数の場合にしか使えないが、このやり方であれば一般の
GM数に対して統一的に取り扱うことができるのである。

例 8.1.3. (k1, k2, k3, σ) = (1, 2, 0, id), t = 2
5 とおく。i 2

5
= 1なので

s
(
2
5

)
= (5, 1, 3, 3, 1, 5, 4, 1, 3, 4).

したがって N(w) ∈ N 2
5
を与える数列 w は

(1, 3, 3, 1, 5, 4, 1, 3, 4), (3, 3, 1, 5, 4, 1, 3, 4, 5), (3, 1, 5, 4, 1, 3, 4, 5, 1), (1, 5, 4, 1, 3, 4, 5, 1, 3),

(5, 4, 1, 3, 4, 5, 1, 3, 3), (4, 1, 3, 4, 5, 1, 3, 3, 1), (1, 3, 4, 5, 1, 3, 3, 1, 5), (3, 4, 5, 1, 3, 3, 1, 5, 4),

(4, 5, 1, 3, 3, 1, 5, 4, 1), (5, 1, 3, 3, 1, 5, 4, 1, 3)

で与えられる。対応する N(w)の値はそれぞれ

8227, 32957, 12039, 12041, 32937, 8261, 9997, 31881, 12199, 11127,

であり、N 2
5
の最小値は 8227である。対応する弧 Lt(w), L̃t(w)は表 8.2の通り。

Fs( 2
5 )

=

[
N(5, 1, 3, 3, 1, 5, 4, 1, 3, 4) N(5, 1, 3, 3, 1, 5, 4, 1, 3)
N(1, 3, 3, 1, 5, 4, 1, 3, 4) N(1, 3, 3, 1, 5, 4, 1, 3)

]
=

[
47431 11127
8227 1930

]

であるから、α
s(

2
5 )

=

√
2436508317 + 45501

16454
,

Qs( 2
5 )

= x2 − 45501

8227
xy − 11127

8227
y2

に対して

L

(√
2436508317 + 45501

16454

)
= M

(
x2 − 45501

8227
xy − 11127

8227
y2
)

=

√
2436508317

8227

が成り立つ。
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例 8.1.4. いくつかの 2 次無理数 α と 8.1.1 から得られる対応する値 L(α) を列挙する。表 8.3 は
(k1, k2, k3) = (0, 0, 0) の場合を示し（k1 = k2 = k3の場合は σ ∈ S3に依存せず値が決まることに注
意）、表 8.4, 8.5, 8.6は (k1, k2, k3) = (0, 0, 1)の場合を示す。表 8.7, 8.8, 8.9は (k1, k2, k3) = (0, 1, 1)

の場合を示す。表 8.10 は (k1, k2, k3) = (1, 1, 1) の場合を示し、表 8.11 は (k1, k2, k3) = (2, 2, 2) の
場合を示す。さらに、表 8.12 は (k1, k2, k3, σ) = (1, 2, 0, id) の場合を示す。各リストにおいて、元
は対応する GM数の昇順に並べられている。

8.2 メカニカル語
この節では、次の節で与えられるマルコフの定理の証明のために必要なメカニカル語を導入する。
ここでは、強許容列との関係を見るために、通常よく用いられる傾きが 1以下の語ではなく、傾きが
1以上の語として定義する。

定義 8.2.1. t ∈ [1,∞]、θ ∈ Rとする。まず 1 ≤ t < ∞ とする。平面内の直線 ℓt,θ : y = tx+ θ を、
x座標と y座標がともに増加する向き、すなわち左下から右上へ進む向きに向きづける。各 n ∈ Z に
対して、ℓt,θ と水平線 y = n の交点を Pn =

(
n−θ
t , n

) とおく。Pn の右側にある最も近い格子点の
x座標を rn =

⌈
n−θ
t

⌉ とし、Pn の左側にある最も近い格子点の x座標を ln =
⌊
n−θ
t

⌋ とする。ただ
し、Pn 自身が格子点である場合には、その格子点は右側にも左側にも属するものとする。このとき

εRn = rn+1 − rn, εLn = ln+1 − ln

とおく。t ≥ 1であるから、いずれも εRn , ε
L
n ∈ {0, 1} である。

任意の n ∈ Zに対して
bRn =

{
X if εRn = 1,

Y if εRn = 0

で定まる両側無限語 bR = (bRn )n∈Z を、傾き t、切片 θ の右メカニカル語という。
同様に、

bLn =

{
X if εLn = 1,

Y if εLn = 0

で定まる両側無限語 bL = (bLn)n∈Z を、傾き t、切片 θ の左メカニカル語という。右メカニカル語と
左メカニカル語をまとめてメカニカル語という。
最後に、t = ∞の場合には

· · ·Y Y Y · · ·

を傾き∞のメカニカル語と定める。

例 8.2.2. ℓ 5
2 ,

1
4
: y = 5

2x+ 1
4 に対する右メカニカル語は、XYXY Y を循環節とする両側純循環無限

語である。一方で左メカニカル語も全く同じ語を与える。図 8.2左を参照せよ。この例では左と右の
メカニカル語が同じであるが、直線が格子点を通る場合は状況が変わる。ℓ 5

2 ,0
: y = 5

2xに対する右
メカニカル語は同じく XYXY Y を循環節とする両側純循環無限語である一方、左メカニカル語は
Y Y XY X を循環節とする両側純循環無限語である。図 8.2中央を参照せよ。2つの語は始点をシフ
トすれば同じ語ではあるものの、このような差が生まれる。さらに傾きが無理数で格子点を通ると、
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左メカニカル語と右メカニカル語は唯一通る格子点周りの文字で差が出ることがわかる。図 8.2右を
参照せよ。

X

Y

X

Y

Y

X

Y

X

Y

Y

>

>

X

Y

X

Y

Y

Y

Y

X

Y

X

>

>

X

Y

Y

X

Y

X

Y

X

Y

Y

>

>

図 8.2 メカニカル語の一部（下から上に読む）

以下基本的な性質を示す。

補題 8.2.3. t = p
q ∈ [1,∞)を既約分数とする。このとき傾き tのメカニカル語は周期 pを持ち、そ

の 1周期中に現れる X の個数は q である。したがって、1周期を w と書くと

|w|
|w|X

=
p

q
= t

が成り立つ。

証明. 右メカニカル語の場合を示せば十分である。

rn =

⌈
n− θ

t

⌉
=

⌈
q(n− θ)

p

⌉
である。t = p

q より

rn+p =

⌈
q(n+ p− θ)

p

⌉
=

⌈
q(n− θ)

p
+ q

⌉
= rn + q

である。したがって
εRn+p = rn+p+1 − rn+p = rn+1 − rn = εRn

となり、周期は pである。また、1周期中の X の個数は
p−1∑
n=0

εRn = rp − r0 = q

である。よって
|w|
|w|X

=
p

q
= t

を得る。左メカニカル語の場合も床関数を用いて同様に示される。

次にメカニカル語の添字をずらすシフト操作とメカニカル語の切片の関係について述べる。
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補題 8.2.4. k ∈ Zとする。語のシフトを

(T kb)n = bn+k

で定める。このとき、任意の t ∈ [1,∞]と切片 θ に対して

T kbR(t, θ) = bR(t, θ − k), T kbL(t, θ) = bL(t, θ − k)

が成り立つ。特に、メカニカル語をシフトしても、同じ傾きのメカニカル語である。

証明. t = ∞の場合は · · ·Y Y Y · · · なので明らかである。以下、1 ≤ t < ∞とする。
右メカニカル語の場合、

rn(θ) =

⌈
n− θ

t

⌉
とおく。すると

rn(θ − k) =

⌈
n− (θ − k)

t

⌉
=

⌈
n+ k − θ

t

⌉
= rn+k(θ)

である。したがって
rn+1(θ − k)− rn(θ − k) = rn+k+1(θ)− rn+k(θ)

であり、
T kbR(t, θ) = bR(t, θ − k)

が従う。
左メカニカル語の場合も

ln(θ) =

⌊
n− θ

t

⌋
を用いれば同様である。

一般に、逆は成り立たない。すなわち、切片が異なるメカニカル語がシフトで移り合うとは限らな
い（上の証明では k は整数しか取れないことからすぐにわかる）。ただし、傾きが有理数であれば逆
も成立する。これを考えよう。議論を簡単にするために、まず左メカニカル語を右メカニカル語に取
り直せることを示す。

補題 8.2.5. t ∈ [1,∞]が有理傾きであるとする。このとき、傾き tの任意のメカニカル語は、同じ
傾き tの右メカニカル語として表せる。

証明. 右メカニカル語については何も示すことはない。したがって、傾き t の左メカニカル語
b = bL(t, θ)を考える。
まず t = ∞の場合は、b = · · ·Y Y Y · · · であり、これは右メカニカル語でもある。以下、1 ≤ t < ∞
とする。t = p

q と既約分数表示する。ただし p, q ∈ Z>0、p ≥ q とする。左メカニカル語は

ln =

⌊
n− θ

t

⌋
=

⌊
q(n− θ)

p

⌋
の差 ln+1 − ln によって定まる。ここで xn := n−θ

t とおく。t = p
q なので

xn+p = xn + q
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である。したがって、小数部分 {xn}は nについて周期 pを持つ。特に、集合

{{xn} | n ∈ Z}

は有限集合である。この有限集合に対して、十分小さい δ > 0を取る。具体的には、{xn} 6= 0とな
る nについて

{xn}+ δ < 1

がすべて成り立つように取ればよい。そのような δ は、小数部分の集合が有限であるため存在する。
例えば

0 < δ < min{ 1− {xn} | n = 0, . . . , p− 1, {xn} 6= 0 }

と取ればよい。ただし右辺の集合が空の場合は、任意の 0 < δ < 1を取る。このとき、任意の n ∈ Z
について

dxn + δe = bxnc+ 1

が成り立つ。実際、xn が整数ならば dxn + δe = xn + 1 = bxnc+ 1であり、xn が整数でなければ、
{xn}+ δ < 1より dxn + δe = bxnc+ 1である。いま θ′ = θ − tδ とおく。すると

n− θ′

t
=

n− θ

t
+ δ = xn + δ

である。したがって、右メカニカル語 bR(t, θ′)を定める列

rn =

⌈
n− θ′

t

⌉
について rn = ln + 1 がすべての nで成り立つ。ゆえに差を取ると

rn+1 − rn = ln+1 − ln

である。したがって、bL(t, θ) と bR(t, θ′) は各位置で同じ文字を与える。すなわち bL(t, θ) =

bR(t, θ′) である。よって有理傾きの左メカニカル語は、同じ傾きの右メカニカル語として表せ
る。

これを用いて次を示す。

補題 8.2.6. t ∈ [1,∞]が有理数であるとする。このとき、傾き tのメカニカル語はシフトによる差
を除いて一意に定まる。

証明. t = ∞の場合は · · ·Y Y Y · · · のみであり、明らかである。以下、t = p
q と既約分数表示する。

ただし p, q ∈ Z>0、p ≥ q とする。直前の補題により、有理傾きのメカニカル語は右メカニカル語と
して取れる。そこで右メカニカル語だけを考える。bR(t, θ)は rn =

⌈
n−θ
t

⌉ の差 rn+1 − rn によって
定まる。α = q

p、β = − qθ
p とおくと、rn = dnα+ βe であり、

bn = X ⇐⇒ d(n+ 1)α+ βe − dnα+ βe = 1.

右辺は β を 1だけ変えても変わらないので、β は R/Z上の点と見ればよい。ここで

uβ(n) = d(n+ 1)α+ βe − dnα+ βe
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と書く。すると

uβ+α(n) = d(n+ 2)α+ βe − d(n+ 1)α+ βe = uβ(n+ 1)

である。したがって、β を αだけ動かすことは、語を 1つシフトすることに対応する。
一方、α = q

p であり gcd(p, q) = 1なので、R/Z上の点

0, α, 2α, . . . , (p− 1)α

は、p個の点
0,

1

p
,
2

p
, . . . ,

p− 1

p

を並べ替えたものである。右メカニカル語は、β がこれらの点で区切られる各半開区間上で一定であ
る。さらに、β 7→ β + αはこれらの半開区間を巡回的に入れ替える。したがって、切片を変えて得
られる語は、すべて互いにシフトで一致する。よって有理傾きの場合、切片はメカニカル語をシフト
の範囲でしか変えないことが示された。

命題 8.2.7. t, t′ ∈ [1,∞] ∩Qとし、t 6= t′ とする。bを傾き tのメカニカル語、b′ を傾き t′ のメカ
ニカル語とする。このとき bと b′ はシフト同値ではなく、互いに反転の関係にもない。

証明. 周期語 cに対して、1周期中に現れる X の割合を DX(c)と書く。これは周期の取り方によら
ず定まる。また、DX はシフトおよび反転によって変わらない。
t = ∞ のメカニカル語は · · ·Y Y Y · · · であるから、この場合は DX(b) = 0 である。一方、

t = p
q ∈ [1,∞) ∩Qを既約分数で表すと、補題 8.2.3より DX(b) = q

p = 1
t である。したがって、一

般に DX(b) = 1
t が成り立つ。ただし t = ∞のときは 1

t = 0と読む。
もし bと b′ がシフト同値であれば、DX(b) = DX(b′)である。よって 1

t = 1
t′ となり、t = t′ と

なるが、これは仮定に矛盾する。したがって bと b′ はシフト同値ではない。
同様に、もし b と b′ が互いに反転の関係にあるならば、すなわちある k ∈ Z について b =

T k((b′)∗)となるならば、反転とシフトは DX を変えないので、やはり DX(b) = DX(b′)である。
したがって t = t′ となり、仮定に矛盾する。よって bと b′ は互いに反転の関係にもない。

この節の最後に、有理数傾きのメカニカル語と (k1, k2, k3) = (0, 0, 0)の場合の強許容数列との関
係性を与えておく。これがマルコフの定理の証明についての重要な鍵となる。

命題 8.2.8. 有理数の傾き t（ 1
0 を含む）を持つメカニカル語を w とする。このとき、X 7→ 2, 2,

Y 7→ 1, 1で変換した数列を ŵとすると、これは (k1, k2, k3) = (0, 0, 0)のときの（一般化）強許容数
列 s(t)を用いて

ŵ = (. . . , s(t), s(t), s(t), . . . )

とかける。

証明. t = 1
0 のときは直接確認することでわかる。以下 1 ≤ t < ∞とする。補題 8.2.5より、有理数

傾きの任意のメカニカル語は同じ傾きの右メカニカル語として表せるので、wを右メカニカル語とし
てよい。右メカニカル語と s(t)の関係を観察しよう。右メカニカル語wは有理数傾き tをもつので、
この語を与える直線として Lt を上下に無限に伸ばしたものを取ってよい。Lt について右メカニカル
語のルールを使って有限語を与えると、X を与える区間では、Lt は R̃2 の三角形を x方向に 4つ通
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過していることがわかる。このとき符号規則により三角形に割り当てられる符号列は −,−,+,+で
ある。一方で Y を与える区間では、Lt は R̃2 の三角形を y 方向に 2つ通過していることがわかる。
このとき符号規則により三角形に割り当てられる符号列は −,+である（図 8.3）。したがって、wの
中の Lt に対応する循環節において、X に対して 2, 2, Y に対して 1, 1を割り当てたものが Lt を通
る三角形に対する符号規則であり、したがって s(t)の定義から主張が成り立つことがわかる。

X−
−

+
+

> Y− +>

図 8.3 符号規則と右メカニカル語の関係

8.3 マルコフの定理
この節では (k1, k2, k3) = (0, 0, 0) の場合を考える。このとき MT(0, 0, 0, σ) の各頂点における第

(1, 1), (1, 2), (1, 3)成分は σ ∈ S3 に依存しないので、GM数の分数ラベリングはどの σ を選んでも
同じである。したがってこれ以降 σ を省略する。定理 8.1.1を (k1, k2, k3) = (0, 0, 0)に適用するこ
とでM0,0,0 ⊂ L ∩ (0, 3) ⊂ M∩ (0, 3)となることがわかるが、実は逆の包含も成り立つことが知ら
れており、マルコフの定理と呼ばれる。本節ではこれを証明していく。

定理 8.3.1 (マルコフの定理). M0,0,0 = L ∩ (0, 3) = M∩ (0, 3)が成り立つ。

M0,0,0 = M∩(0, 3)が成り立てばマルコフの定理は示されるので、示すべきはM0,0,0 ⊃ M∩(0, 3)
である。そのためにはM(Q) = S(b) ∈ (0, 3)を与える両側正整数無限数列 b（このような bの存在
は系 4.3.4から与えられる）の形を特定すればよい。S(b) > 0は任意の両側正整数無限数列 bで成
り立つので、S(b) ≤ 3となる条件を考えよう。ただし、まずは少し広く S(b) ≤ 3となるケースを
考える。S(b)の定義

S(b) := sup
h∈Z

ℓh(b) = sup
h∈Z

([bh; bh+1, . . . ] + [0; bh−1, bh−2, . . . ])

から、明らかに次のことが成り立つ。

命題 8.3.2. S(b) ≤ 3ならば任意の i ∈ Zに対して bi = 1または bi = 2である。

以下、各 bi は 1または 2という前提の元で話を進める。ℓh(b)の計算について、hの値を明示しな
い計算記号

ℓ(. . . , bh−2, bh−1 | bh, bh+1, . . . ) := [bh; bh+1, . . . ] + [0; bh−1, bh−2, . . . ]

を導入しておく。

補題 8.3.3. u, v を右片側無限列とする。c ∈ Z≥1 に対して ℓ(u∗ | c, v) = ℓ(v∗ | c, u) が成立する。
ただし u∗ は uの反転整数列である。とくに S(b) ≤ 3であることと S(b∗) ≤ 3は同値である。

証明. 次の式変形から直ちに従う：

ℓ(u∗ | c, v) = [c; v] + [0;u] =

(
c+

1

[u]

)
+

1

[v]
=

(
c+

1

[v]

)
+

1

[u]
= [c;u] + [0; v] = ℓ(v∗ | c, u).
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さらに、次の特徴づけが与えられる。

命題 8.3.4. S(b) ≤ 3であることと、bについて次の (i),(ii)の両方が成り立つことが同値である。

(i) bは連続部分列 (1, 2, 1)と (2, 1, 2)をどちらも含まない。
(ii) b または b∗ が片側無限数列 u, v を用いて (u∗, 1, 1, 2, 2, v) と表されるとき、[v] ≤ [u] を満
たす。

証明. S(b) ≤ 3ならば (i),(ii)を満たすことを示す。ℓ(u∗, 1 | 2, 1, v)を計算すると、u, v ≥ 1である
ことから

ℓ(u∗, 1 | 2, 1, v) = [2; 1, v] + [0; 1, u] > [2; 1, 1] + [0; 1, 1] =
5

2
+

1

2
= 3

より (1, 2, 1)が bに含まれないことがわかる。ただし途中の不等式は (2.2.5)から従う（u, v は整数
ではないがこの不等式は末尾の成分が正実数でも問題なく成り立つ）。次に bが (2, 1, 2)を含む場合、
直前の結果からこの部分列を (2, 2, 1, 2)と延長することができる。ℓ(u∗, 2 | 2, 1, 2, v)を計算すると

ℓ(u∗, 2 | 2, 1, 2, v) = [2; 1, 2, v] + [0; 2, u] > [2; 1, 2] + [0; 2, 1] =
8

3
+

1

3
= 3

となるので、(i)が成り立つ。また、[v] > [u]を仮定すると

ℓ(u∗, 1, 1 | 2, 2, v) = [2; 2, v] + [0; 1, 1, u] > [2; 2, v] + [0; 1, 1, v] =
5[v] + 2

2[v] + 1
+

[v] + 1

2[v] + 1
= 3

となるので (ii)が成り立つ。
次に逆を示す。数列 bの区切り方で (1) ℓ(u∗ | 1, v), (2) ℓ(u∗, 1 | 2, v), (3) ℓ(u∗, 2 | 2, v)に分けて
示す。(1)の場合、(ii)の条件から

ℓ(u∗ | 1, v) = [1; v] + [0;u] < [1; 1] + [0; 1] = 3

となり成立する。
(2)の場合、(i)の条件から (1, 2, 1)と (2, 1, 2)が bに含まれないため、u = (1, u′), v = (2, v′)と
分解される。したがって

ℓ(u∗, 1 | 2, v) = ℓ((u′)∗, 1, 1 | 2, 2, v′) = [2; 2, v′] + [0; 1, 1, u′] ≤ [2; 2, u′] + [0; 1, 1, u′] = 3

となり、成立する。
(3)の場合はさらに (3-1) v = (1, v′), (3-2) v = (2, v′)に分けて示す。(3-1)の場合、(2, 1, 2)が b

に含まれないために v′ = (1, v′′)と分解される。ここで補題 8.3.3を使うことで

ℓ(u∗, 2 | 2, 1, v′) = ℓ(u∗, 2 | 2, 1, 1, v′′) = ℓ((v′′)∗, 1, 1 | 2, 2, u) ≤ 3

が成り立つ（最後の不等式は (2)の場合と同じ処理を b∗ に適用している）。(3-2)の場合は

ℓ(u∗, 2 | 2, 2, v′) < [2; 2, v′] + [0; 2, u] < [2; 2] + [0; 2] = 3

となって成り立つ。以上から示された。
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注 8.3.5. (ii)の条件は、x, y ∈ {1, 2}と数列 wを用いて b = (. . . , x, w∗, 1, 1, 2, 2, w, y, . . . )と表さ
れるときに

x = 1, y = 2 ⇒ |w|が奇数, x = 2, y = 1 ⇒ |w|が偶数

の形でこのあと使われる。

以下、数列の成分として 1n, 2m のように書く場合、これは 1が n回、2がm回連続で現れること
を表すものとする。

定理 8.3.6. S(b) ≤ 3であるとき、bは次のいずれかである。

(1) (1
∗
, 2, 2, 1), (2

∗
, 1, 1, 2) (退化型)

(2) (1
∗
, 1), (2

∗
, 2) (定数型)

(3) (. . . , 1mi−1 , 2ni−1 , 1mi , 2ni , 1mi+1 , 2ni+1 , . . . ) (正則型)

ただし任意の j に対してmj , nj は偶数である。

証明. まず、b において、1 が連続して現れる回数が有限のときにその数が偶数になることを示す。
b = (. . . , 2, 1m, 2n, 1, . . . )に対してmが奇数であると仮定する。このとき n = 1と仮定すると bに
(1, 2, 1)が含まれることになり命題 8.3.4の条件 (i)に矛盾する。n ≥ 3（n = ∞を含む）と仮定す
る。もしm = 1ならば bに (2, 1, 2)が含まれるので、命題 8.3.4の条件 (i)に矛盾する。もしm ≥ 3

ならば bに (1, 1, 1, 2, 2, 2)が含まれることになるが、ℓ(. . . , 1, 1, 1 | 2, 2, 2, . . . )を考えるとこれは命
題 8.3.4の条件 (ii)に矛盾する。したがって n = 2である。このとき

b = (. . . , 2, 1m−2, 1, 1, 2, 2, 1p, 2n
′
, . . . )

と与えられるが、このとき命題 8.3.4 の条件 (ii) から p ≤ m − 2 の奇数でなくてはならない。する
と、直前の議論と同様に n′ = 2となる。この議論を繰り返すことで、右に行くほど 1が続く回数は
狭義単調減少しなければならないことになり、bが無限列であることからそれは不可能である。した
がって mは偶数である。同様の議論により、2が連続して現れる回数が有限のときもその数は偶数
である（補題 8.3.3を使って数列を反転させることで同じ議論に落とし込む）。この議論から正則型
の nj ,mj が偶数であることは示されたことに注意しておく。
さて、b の左側に 1 が無限に続く場合で定数型ではない場合、すなわち b = (1

∗
, 2, 2, v) と

なっている場合を考える。v = (1) ならそれは退化型なので、v 6= (1) を仮定する。ここで b =

(1
∗
, 2, 2, 1p, 2, . . . )とする（ここでは p = 0も考慮に入れるとする）と、命題 8.3.4の条件 (ii)から p

は奇数でなくてはならないが、先に示したことからそれは不可能である。以上から bの左側に 1が
無限に続く定数型ではないものは退化型しかないことがわかる。bの左側に 2が無限に続く場合で定
数型ではない場合も同様にして、必ず退化型になる。以上から示された。

ここで、先に退化型と定数型について具体的な値を計算しておく。

命題 8.3.7. b が退化型のとき S(1∗, 2, 2, 1) = S(2∗, 1, 1, 2) = 3 であり、定数型のとき S(1∗, 1) =
√
5, S(2∗, 2) = 2

√
2である。

証明. S(1∗, 1), S(2∗, 2)は数列をどこで区切っても同じ分割を与えるので定義から直接計算できる。
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S(1∗, 2, 2, 1) = 3を示す。

ℓ(1
∗
, 1 | 2, 2, 1) = [2; 2, 1] + [0; 1, 1, 1] =

5[1] + 2

2[1] + 1
+

[1] + 1

2[1] + 1
= 3

であり、上記の結果と補題 8.3.3から

ℓ(1
∗
, 1, 2 | 2, 1) = 3

が成り立つ。また、
ℓ(u∗, 1 | 1, v) = [1; v] + [0; 1, u] < 2 + 1 = 3

なので 1と 2の間で区切られるケース以外は考えなくてよく、残るパターンは ℓ(1
∗
, 2, 2 | 1, 1)だが

これは補題 8.3.3から ℓ(1
∗
, 1 | 1, 2, 2, 1)に等しいので 3未満である。以上から示された。

次に S(2∗, 1, 1, 2) = 3を示す。

ℓ(2
∗
, 1, 1 | 2, 2) = [2; 2, 2] + [0; 1, 1, 2] =

5[2] + 2

2[2] + 1
+

[2] + 1

2[2] + 1
= 3

であり、上記の結果と補題 8.3.3から

ℓ(2
∗
, 2 | 2, 1, 1, 2) = 3

が成り立つ。また、
ℓ(u∗, 2 | 2, 2, v) = [2; 2, v] + [0; 2, u] <

5

2
+

1

2
= 3

であり、直前の結果から ℓ(2
∗
, 2 | 2, 1, 1, 2) = 3なので、2の間で区切られるケースはすべて 3以下で

あることがわかる。また、ℓ(2
∗
, 1 | 1, 2) < 3であることが前半の計算から証明されているので、残る

パターンは ℓ(2
∗
, 2 | 1, 1, 2)だがこれは補題 8.3.3から ℓ(2

∗
, 1 | 1, 2)に等しいので 3未満である。以

上から示された。

さて、定理 8.3.6から、S(b) ≤ 3ならば bは (1, 1)と (2, 2)の組み合わせで表現できることがわ
かる。そこで bの成分について、(2, 2)を X で置き換え、(1, 1)を Y で置き換えることにする。こ
のとき、先の S(b) ≤ 3であるときの bの分類は

(1) X
∗
Y X, Y

∗
XY (退化型)

(2) X
∗
X, Y

∗
Y (定数型)

(3) · · ·Xki−1Y ℓi−1XkiY ℓiXki+1Y ℓi+1 · · · (正則型)

と書き換えることができる。また、命題 8.3.4から次の特徴づけが与えられる。

命題 8.3.8. 両側無限列 bについて次は同値である：

(1) S(b) ≤ 3を満たす。
(2) bが X と Y による列で表せて、さらに次の 2条件を両方満たす。

(i) b = u∗Y Xv なる表示を持つときに u = v となるか X,Y の列 w, u′, v′ を用いて b =

(u′)∗Xw∗Y XwY v′ と表せる。
(ii) b = u∗XY v なる表示を持つときに u = v となるか X,Y の列 w, u′, v′ を用いて b =

(u′)∗Y w∗XY wXv′ と表せる。
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証明. (1)ならば (2)を示す。S(b) ≤ 3ならば bが X と Y による列で表せることは定理 8.3.6から
明らかである。さらに、条件 (i)は命題 8.3.4の (ii)の bの条件から従い、条件 (ii)は b∗ の条件か
ら従う。逆に、(2)ならば (1)を示す。bが X と Y による列で表せることから命題 8.3.4の (i)の条
件が満たされ、また条件 (i),(ii)から命題 8.3.4の (ii)の条件が従う。

これを踏まえると、次が成り立つことがわかる。

命題 8.3.9. 両側無限数列 b = · · ·Xki−1Y ℓi−1XkiY ℓiXki+1Y ℓi+1 · · · が S(b) ≤ 3を満たす正則型
数列であるとき、「任意の i ∈ Zに対して ki = 1」、または「任意の i ∈ Zに対して ℓi = 1」のどちら
かが成り立つ。

証明. どちらも成り立たないと仮定する。このとき、m,n ≥ 2に対して

b = · · ·Y m(XY )kXn · · · または · · ·Xm(Y X)kY n · · ·

となる（ここでは k = 0 の場合も許容する）。このような b の一部で k が最小となるような
ものをとる。k = 0 であると仮定する。このとき b = . . . , Y m−1Y XXn−1 · · · または b =

· · ·Xm−1XY Y n−1 · · · となるが、これは b に (1, 1, 1, 2, 2, 2) か (2, 2, 2, 1, 1, 1) が含まれること
になって矛盾する。そこで k ≥ 1とする。このとき

b = · · ·Y m(XY )kXn(Y X)k
′
Y m′

· · · または · · ·Xm(Y X)kY n(XY )k
′
Xm′

· · ·

となる（ただしm′ ≥ 2となるように k′ をとる）。前者の場合、

b = · · ·Y m(XY )k−1X(Y X)Xn−1(Y X)k
′
Y m′

· · ·

と書ける。中央の X(Y X)Xn−1 の部分について、n > 2 だと命題 8.3.8 (2) の (i) に矛盾するので
n = 2でなければならない。さらに n = 2のもとで右側の交互部分が (Y X)k 以上続くと、同じ命題
により中央を挟んだ左右の比較条件に反する。したがって k′ < k でなければならない。しかしこれ
は、最初に k を最小にとったことに反する。後者の場合も X と Y を入れ替えれば同様である。

上記の命題において任意の i ∈ Zに対して ki = 1が成り立つ場合をX 型、ℓi = 1が成り立つ場合
を Y 型と呼ぶことにする。

定義 8.3.10. b = · · ·Xki−1Y ℓi−1XkiY ℓiXki+1Y ℓi+1 · · · を正則型両側無限数列とする（S(b) ≤ 3

は課さない）。このとき

CX(b) :=(. . . , (0)ki−1−1, ℓi−1, (0)
ki−1, ℓi, (0)

ki+1−1, ℓi+1, . . . ),

CY (b) :=(. . . , ki−1, (0)
ℓi−1−1, ki, (0)

ℓi−1, ki+1, (0)
ℓi+1−1, . . . )

と定め、これらの列をそれぞれ bの X 特性列、Y 特性列という。

bがX 型である場合、X 特性列はすべての成分が 1以上の数列である一方、Y 特性列は 0と 1の
みの数列となる。bが Y 型である場合は逆に、Y 特性列はすべての成分が 1以上の数列である一方、
X 特性列は 0と 1のみの数列となる。特性列の言葉を用いると、命題 8.3.8は次のように言い換えら
れる（実際に確かめよ）。
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命題 8.3.11. 正則型両側無限列 bについて、次の 3条件は同値である：

(1) S(b) ≤ 3を満たす。
(2) CX(b) = (xi)i∈Z が定義できて、任意の i ∈ Zに対して

(xi − 1, xi+1, xi+2, . . . ) � (xi−1, xi−2, xi−3, . . . ),

(xi − 1, xi−1, xi−2, . . . ) � (xi+1, xi+2, xi+3, . . . )

が成り立つ。
(3) CY (b) = (yi)i∈Z が定義できて、任意の i ∈ Zに対して

(yi − 1, yi+1, yi+2, . . . ) � (yi−1, yi−2, yi−3, . . . ),

(yi − 1, yi−1, yi−2, . . . ) � (yi+1, yi+2, yi+3, . . . )

が成り立つ。

ただし、�は辞書式順序である。

ここで、X と Y が (2, 2)と (1, 1)の置き換えであることを一旦忘れて、X,Y による文字列全体が
なす自由群を考え、F(X,Y )で表すことにする。F(X,Y )上の自己同型 λ, ρ ∈ AutF(X,Y )をそれ
ぞれ生成元の対応が

λ :

{
X 7→ X

Y 7→ XY
, ρ :

{
X 7→ XY

Y 7→ Y

であるようなものとして定義する。それぞれの逆写像は

λ−1 :

{
X 7→ X

Y 7→ X−1Y
, ρ−1 :

{
X 7→ XY −1

Y 7→ Y

で与えられる。これらは X,Y からなる両側無限列上にも拡張できる。

補題 8.3.12. S(b) ≤ 3であるとき、S(λ(b)) ≤ 3, S(ρ(b)) ≤ 3が成り立つ。さらに bが X 型な
らば S(ρ−1(b)) ≤ 3が、Y 型ならば S(λ−1(b)) ≤ 3が成り立つ。

証明. bの特性列に着目すると

CX(ρ(b)) = CX(b) + (1
∗
, 1), CY (λ(b)) = CY (b) + (1

∗
, 1)

となるので命題 8.3.11 から S(λ(b)) ≤ 3, S(ρ(b)) ≤ 3 である。また、b が X 型（Y 型）ならば
CX(b)（CY (b)）は各成分が 1以上の数列なので CX(ρ−1(b))（CY (λ−1(b))）が定まり、それぞれ

CX(ρ−1(b)) = CX(b)− (1
∗
, 1), CY (λ−1(b)) = CY (b)− (1

∗
, 1)

となるので命題 8.3.11からそれぞれ S(ρ−1(b)) ≤ 3, S(λ−1(b)) ≤ 3である。

さて、これらの条件を踏まえて、S(b) ≤ 3 の条件をメカニカル語の言葉で記述することを考え
よう。

補題 8.3.13. cが傾き t ∈ [1,∞]のメカニカル語であるとする。このとき λ(c)と ρ(c)もメカニカ
ル語であり、それぞれの傾きは

L(t) = 2− 1

t
, R(t) = t+ 1
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で与えられる。

証明. t = ∞の場合は明らかである。実際、c = · · ·Y Y Y · · · であり、λ(c) = · · ·XYXYXY · · · は
傾き 2のメカニカル語、ρ(c) = · · ·Y Y Y · · · は傾き∞のメカニカル語である。
また t = 1の場合も明らかである。このとき c = · · ·XXX · · · であり、λ(c) = · · ·XXX · · · は傾
き 1のメカニカル語、ρ(c) = · · ·XYXYXY · · · は傾き 2のメカニカル語である。
以下、1 < t < ∞ とする。まず c が右メカニカル語の場合を示す。c = bR(t, θ) と書き、

rn =
⌈
n−θ
t

⌉とおく。このとき
cn = X ⇐⇒ rn+1 − rn = 1, cn = Y ⇐⇒ rn+1 − rn = 0

である。
まず λを考える。λ(cn)の始まる位置を Pn とし、P0 = 0とする。λ(X) = X,λ(Y ) = XY であ
るから、Pn = 2n− (rn − r0)である。各 nについて

rn =
n− θ

t
+ δn, 0 ≤ δn < 1

と書く。
ここで tλ = 2− 1

t、θλ = r0 +
θ
t とおく。λ(c)が傾き tλ、切片 θλ の右メカニカル語であることを

示す。そのために Rm :=
⌈
m−θλ

tλ

⌉
と定める。すると

Pn = 2n− (rn − r0) =

(
2− 1

t

)
n+ r0 +

θ

t
− δn = tλn+ θλ − δn.

したがって Pn−θλ
tλ

= n− δn
tλ
であり、0 ≤ δn

tλ
< 1より RPn

= n が成り立つ。
いま cn = X ならば rn+1 − rn = 1なので Pn+1 = Pn + 1である。よって

RPn+1 −RPn
= RPn+1

−RPn
= 1.

これは λ(cn) = X に対応する。
一方、cn = Y ならば rn+1 − rn = 0なので Pn+1 = Pn + 2である。また

Pn + 1− θλ
tλ

= n+
1− δn
tλ

であり、0 < 1−δn
tλ

< 1だから RPn+1 = n+ 1である。さらに、すでに RPk
= kを示しているので、

RPn+2 = RPn+1
= n+ 1である。したがって

RPn+1 −RPn
= 1, RPn+2 −RPn+1 = 0.

これは λ(cn) = XY に対応する。
以上より

λ(c) = bR

(
2− 1

t
, r0 +

θ

t

)
である。特に λ(c)は傾き 2− 1

t のメカニカル語である。
次に ρを考える。ρ(cn)の始まる位置を Qn とし、Q0 = 0とする。ρ(X) = XY, ρ(Y ) = Y であ
るから、Qn = n + (rn − r0)である。ここで tρ = t + 1、θρ = θ − r0 とおく。ρ(c)が傾き tρ、切
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片 θρ の右メカニカル語であることを示す。そのために Sm :=
⌈
m−θρ

tρ

⌉
と定める。先ほどと同じく

rn = n−θ
t + δn と書くと、

Qn − θρ
tρ

=
n+ rn − r0 − θ + r0

t+ 1
= rn − tδn

t+ 1
.

0 ≤ tδn
t+1 < 1より、SQn = rn である。

いま cn = Y ならば rn+1 − rn = 0なので Qn+1 = Qn + 1である。よって

SQn+1 − SQn
= SQn+1

− SQn
= rn+1 − rn = 0.

これは ρ(cn) = Y に対応する。
一方、cn = X ならば rn+1 − rn = 1 なので Qn+1 = Qn + 2 である。また、rn+1 − rn = 1 は

δn < 1
t と同値である。このとき

Qn + 1− θρ
tρ

= rn +
1− tδn
t+ 1

であり、0 < 1−tδn
t+1 < 1だから SQn+1 = rn + 1である。さらに

SQn+2 = SQn+1
= rn+1 = rn + 1

である。したがって
SQn+1 − SQn

= 1, SQn+2 − SQn+1 = 0.

これは ρ(cn) = XY に対応する。
以上より

ρ(c) = bR(t+ 1, θ − r0)

である。特に ρ(c)は傾き t+ 1のメカニカル語である。
最後に cが左メカニカル語の場合を考える。c = bL(t, θ)と書き、ln =

⌊
n−θ
t

⌋とおく。λ(cn)と
ρ(cn)の始まる位置は、それぞれ Pn = 2n− (ln − l0)、Qn = n+ (ln − l0)である。
この場合、右メカニカル語の場合と同じ計算を床関数で行えば、

λ(c) = bL

(
2− 1

t
, l0 +

θ

t
−
(
1− 1

t

))
, ρ(c) = bL(t+ 1, θ − l0 − 1)

を得る。したがって左メカニカル語の場合にも、λ(c)と ρ(c)はそれぞれ傾き 2− 1
t、t+ 1のメカニ

カル語である。以上から示された。

補題 8.3.14. b が S(b) ≤ 3 を満たす正則型両側無限語であるとする。ここで b(0) = b とし、各
N ≥ 0 に対して σN ∈ {λ, ρ} と両側無限語 b(N+1) が存在し、

b(N) = σN (b(N+1))

が成り立つとする。各 b(N) が定数型にならないと仮定すると、S(b) = 3 が成り立つ。

証明. b = b(0) は正則型なので、X 型か Y 型のどちらかである。X 型ならば ρ−1(b)が存在し、Y

型ならば λ−1(b)が存在する。ここで、もし bが X 型かつ Y 型ならば ρ−1(b)と λ−1(b)の両方が
存在するが、X 型かつ Y 型であるような bは

b = · · ·XYXYXY · · ·
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のみであり、これは ρ−1(b)と λ−1(b)の両方が定数型になるので bの条件を満たさない。したがっ
て b(0) は ρ−1(b)か λ−1(b)のどちらか一方のみを持つ。これを b(1) とすると、b(0) = σ0(b

(1))を
満たす。このとき補題 8.3.12から S(b(1)) ≤ 3なので、b(1) は定数型、退化型、正則型のいずれか
である。ここで仮定から定数型ではなく、また ρ−1(b), λ−1(b)のどちらも存在しなくなる退化型で
もない。したがって b(1) は再び正則型である。これを繰り返すことにより、各 b(N) は S(b(N)) ≤ 3

を満たす X 型、Y 型のどちらか一方であるような正則型であることがわかる。したがって X,Y を
含み、さらに部分語 Y X を含む。まず次の事実を確認する。ある語が w∗Y Xw を部分語として含む
とする。このとき λ を作用させた語は

(λ(w)X)∗Y Xλ(w)X

を部分語として含む。また ρ を作用させた語は

(Y ρ(w))∗Y XY ρ(w)

を部分語として含む。
実際、λ(X) = X,λ(Y ) = XY であるから、中央の Y X は λ(Y X) = XYX となり、その中に再
び Y X が現れる。さらに右側には λ(w) の前にX が付くので、右半分は Xλ(w)X の形になる。左
半分については λ(w∗)X = (λ(w)X)∗ が成り立つことを w の長さに関する帰納法で示せばよい。実
際、|w| = 0ならばこれらはどちらも X であり、|w| = nで成り立つと仮定すると

λ((wX)∗)X = λ(Xw∗)X = Xλ(w∗)X = X(λ(w)X)∗ = X(λ(wX))∗ = (λ(wX)X)∗,

λ((wY )∗)X = λ(Y w∗)X = XY λ(w∗)X = XY (λ(w)X)∗ = XYXλ(w)∗ = Xλ(Y )∗λ(w)∗

= X(λ(w)λ(Y ))∗ = X(λ(wY ))∗ = (λ(wY )X)∗

となって |w| = n+ 1でも成り立つ。ρ の場合も同様に、

Y ρ(w∗) = (Y ρ(w))∗

を用いればよい（w で主張を仮定して Xw と Y w で同様の主張が成り立つことを確かめれば良
い）。いま任意の N ≥ 1 を取る。b(N) は部分語 Y X を含むので、これを ∅∗Y X∅ と見る。ここに
σN−1, σN−2, . . . , σ0 を順に作用させると、上で示した事実により、b = b(0) の中に w∗

NY XwN の形
の部分語が現れる。しかも各段階で w は w 7→ λ(w)X または w 7→ Y ρ(w) に置き換わるので、長さ
は少なくとも 1 ずつ増える。したがって |wN | ≥ N である。よって b の中には任意に長い w∗Y Xw

型の部分語が現れる。このような部分語を X = (2, 2), Y = (1, 1) に戻すと、w∗, 1, 1, 2, 2, w の形の
部分列が任意に長く現れる。したがって、適当な右側無限列 α, β を用いて

b = (α∗, w∗, 1, 1, 2, 2, w, β)

と書ける場所が任意に長い w について存在する。この場所で区切ると

S(b) ≥ ℓ(α∗, w∗, 1, 1 | 2, 2, w, β) = [2; 2, w, β] + [0; 1, 1, w, α].

ここで |w| → ∞ とすると、左右の連分数の共通部分 w が任意に長くなるため、

[2; 2, w, β] + [0; 1, 1, w, α] −→ 3

である。したがって S(b) ≥ 3 が従う。一方仮定として S(b) ≤ 3 があるので S(b) = 3 である。
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命題 8.3.15. S(b) < 3ならば、bが有理数傾きのメカニカル語である。

証明. S(b) < 3 とする。まず命題 8.3.7より、bが退化型ならば S(b) = 3 なので矛盾。したがって
b は退化型ではない。また S(b) < 3 であるから S(b) ≤ 3 である。定理 8.3.6 より、b は定数型ま
たは正則型である。定数型ならば

· · ·XXX · · · または · · ·Y Y Y · · ·

であり、それぞれ傾き 1,∞ のメカニカル語である。
以下、b が正則型であるとする。このとき ρ−1(b) または λ−1(b) のどちらかが定まっているの
で、定まっている方を b(1) とおく。これが正則型ならば同様にして b(2) を定め、b(n) が正則型でな
くなるまでこの操作を繰り返す。有限回で定数型に到達しない場合は、有限回で退化型に到達する
場合と、そもそも任意回続けても正則型以外にならない場合の 2通りがある（S(b(i)) ≤ 3が取りう
る全ての iで成立するのでこれ以外はあり得ないことに注意）。前者の場合、すなわち有限回で退化
型に到達したならば、退化型には任意に長い w∗Y Xw 型の対称部分語が現れる。したがって、補題
8.3.14 の証明と同じ議論により、元の b について S(b) = 3 が従う。これは S(b) < 3 に矛盾する。
後者の場合も補題 8.3.14から S(b) = 3なので矛盾。したがって b は定数メカニカル語に有限個の
λ, ρ を作用させた語である。このとき補題 8.3.13 より、b はメカニカル語である。さらに、傾きは
1 または ∞ から

t 7→ 2− 1

t
, t 7→ t+ 1

を有限回作用させて得られるので、有理数傾きである。ゆえに b は有理数傾きのメカニカル語であ
る。

以上をもってマルコフの定理の証明に移ろう。

定理 8.3.1の証明. 命題 8.3.15から、S(b) < 3ならばある t ∈ [1,∞] ∩Qが存在して bが傾き tの
メカニカル語であることがわかっている（正確には X 7→ 2, 2, Y 7→ 1, 1を代入したものである）。こ
こで tが有理数なのでこのメカニカル語はシフトを除いて一意的であることに注意せよ。このとき、
命題 8.2.8から

b = (. . . s(t), s(t), s(t), . . . )

である。したがって定理 8.1.2から

S(b) =
√

(3mt)2 − 4

mt

であることがわかる。以上から示された。

8.4 無理数傾き直線によるラグランジュ/マルコフ定数
前節では、(k1, k2, k3) = (0, 0, 0)の場合に、3未満のマルコフ定数を与える両側無限数列が有理数
傾きのメカニカル語から得られることを示した。本節では、一般の (k1, k2, k3, σ)について、有理数
傾きではなく無理数傾きの直線を考える。このとき得られる値を考えてみよう。
以下、(k1, k2, k3) ∈ Z3

≥0 と σ ∈ S3 を固定し、

K := 3 + k1 + k2 + k3
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とおく。また本節では、傾きは 0より大きいものだけを考える。これは第 7章で一般化強許容列 s(t)

を t ∈ [0,∞]∩Qに対して定義したことに合わせたものである。正の傾きの直線は、以下では x座標
が増加する向きに向き付ける。逆向きに向き付けても得られる列は反転するだけであり、S の値は変
わらない。

定義 8.4.1. lを 0より大きい無理数傾きの向き付けられた直線とし、lは R̃2 上の点を通過しないと
仮定する。l に三角形横断規則と辺横断規則を適用し、l が通過する順に符号を並べる。この両側無
限符号列において同じ符号が連続して現れる個数を順に記録することで得られる両側無限正整数列を

b(l) = (bn)n∈Z

と書く。ただし添字の原点は任意に選ぶものとし、したがって b(l)はシフトを除いて定まるものと
する。

S(b)はシフトで変化しないため、上の定義における添字の原点の取り方は問題にならない。本節
の目標は次の定理を示すことである。

定理 8.4.2. (k1, k2, k3) ∈ Z3
≥0 と σ ∈ S3 を固定し、K = 3 + k1 + k2 + k3 とおく。lを R̃2 上の点

を通過しない 0より大きい無理数傾きの直線とする。このとき

S(b(l)) = K

が成り立つ。

証明のために、まず 4つの補題を用意する。第一の補題は、S を定義する量 ℓn が有限ブロックで
任意の精度で近似できるという事実である。

補題 8.4.3. 任意の ε > 0に対して、あるN ≥ 1が存在して、二つの両側無限正整数列 a = (an)n∈Z

と c = (cn)n∈Z が
ai = ci (−N ≤ i ≤ N)

を満たすならば
|ℓ0(a)− ℓ0(c)| < ε

が成り立つ。

証明. 補題 3.1.7から
|[a0; a1, . . . ]− [c0; c1, . . . ]| <

1

N(N − 1)

であり、また同様に
|[0; a−1, . . . ]− [0; c−1, . . . ]| <

1

N(N − 1)

である。したがって、
|ℓ0(a)− ℓ0(c)| <

2

N(N − 1)

となる。したがって N を十分大きく取れば両方の差の和を ε未満にできる。

次の補題は、無理数傾きの直線から現れる有限ブロックが、有理数傾きの一般化強許容列によって
近似できることを述べるものである。
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補題 8.4.4. l を R̃2 上の点を通過しない 0より大きい無理数傾きの直線とする。このとき、b(l)に
現れる任意の有限ブロックは、十分分母の大きいある既約分数 t ∈ (0,∞) ∩Qに対する周期列

∞s(t)∞ = (. . . , s(t), s(t), s(t), . . . )

の中にも現れる。

証明. 有限ブロックを一つ固定する。この有限ブロックは、直線 l のある有限な線分部分が、R̃2 の
三角形と辺をどの順番で通過し、それらにどの符号が割り当てられるかによって決まっている。l は
R̃2 上の点を通過しないので、この有限な線分部分は、それらの点から正の距離だけ離れている。し
たがって、直線の傾きと切片を十分小さく動かしても、この有限範囲での通過順序と符号は変化し
ない。
いま lの傾きを τ、切片を θとする。有理数 t = p

q を τ に十分近く取る。さらに q を十分大きく取
れば、Lt の整数平行移動によって得られる直線の切片は、 1

q 刻みで任意の切片を近似できる。実際、
Lt を整数ベクトル (m,n) だけ平行移動すると切片は n − tm だけ変化するが、t = p

q であるから、
これらの値は 1

qZ上を動く。したがって q が十分大きければ、θ に十分近い切片をもつ Lt の整数平
行移動を取ることができる。
この直線は、固定した有限範囲において l と同じ符号列を与える。一方、整数平行移動は R̃2 の符
号規則を保つので、この直線から得られる両側無限列は ∞s(t)∞ のシフトである。よって、固定した
有限ブロックは ∞s(t)∞ にも現れる。

次の補題は同じ無理数傾きの正則直線から得られる有限ブロック全体が、切片によらないという事
実を与える。

補題 8.4.5. lと l′ を、どちらも R̃2 上の点を通過しない同じ 0より大きい無理数傾きの直線とする。
このとき、b(l)に現れる有限ブロック全体と b(l′)に現れる有限ブロック全体は一致する。

証明. 共通の傾きを τ /∈ Qとする。lを整数ベクトル (m,n)だけ平行移動すると、切片は n− τmだ
け変化する。τ が無理数であるため、定理 A.4.1を −τ に適用すれば、集合

{n− τm | m,n ∈ Z}

は R/Zで稠密である。b(l)の有限ブロックを一つ固定する。lは R̃2 上の点を通過しないので、この
ブロックを与える有限な線分部分は小さな平行移動に対して安定である。上の稠密性により、l のあ
る整数平行移動を l′ に十分近づけることができるので、その有限範囲では同じ符号列、したがって同
じ整数ブロックを与える。整数平行移動は R̃2 の符号規則を保つから、このブロックは b(l′)にも現
れることになる。逆向きも同じ議論で示される。

最後に、有理数傾きから得られる周期列の値を確認しておく。

補題 8.4.6. 任意の正の既約分数 t ∈ (0,∞) ∩Qに対して
S(∞s(t)∞) < K

が成り立つ。さらに、相異なる正の既約分数の列 (tj)j∈Z≥0
が無理数 τ に収束するならば、

lim
j→∞

S(∞s(tj)
∞) = K

が成り立つ。
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証明. 定理 8.1.1と定理 3.3.3より、tに対応する (k1, k2, k3, σ)-GM数と位置を (mt, it)と書けば、

S(∞s(t)∞) =

√
(Kmt − kt)2 − 4

mt

である。右辺はK より小さい。
また tj が無理数 τ に収束するので、tj = pj/qj と既約表示したとき pj + qj → ∞である。した
がって、Ltj が通過する三角形と辺の個数は無限に大きくなり、対応する一般化強許容列 s(tj)の長
さも無限に大きくなる。定理 7.4.4 より mtj は Fs(tj) の (2, 1) 成分として表されるので、正整数列
s(tj)の長さが無限に大きくなることからmtj → ∞である。したがって

√
(Kmtj − ktj )

2 − 4

mtj

=

√(
K −

ktj
mtj

)2

− 4

m2
tj

−→ K

となる。

以上の補題を用いて定理を証明する。

定理 8.4.2の証明. まず S(b(l)) ≤ K を示す。任意の r ∈ Z を固定する。ℓr(b(l)) ≤ K を示せば
よい。
ε > 0を任意に取る。補題 8.4.3より、十分大きい N を取れば、中央の有限ブロック

br−N , . . . , br, . . . , br+N

が一致するだけで、ℓr の値は ε未満の誤差で決まる。補題 8.4.4より、この有限ブロックは、ある有
理数傾き tに対応する周期列 ∞s(t)∞ の中にも現れる。したがって、ある位置 j について

ℓr(b(l)) ≤ ℓj(
∞s(t)∞) + ε

である。ゆえに補題 8.4.6から

ℓr(b(l)) ≤ S(∞s(t)∞) + ε < K + ε

となる。ε > 0は任意であったから、ℓr(b(l)) ≤ K である。r も任意であるため、

S(b(l)) ≤ K

が従う。
次に S(b(l)) ≥ K を示す。l の傾きを τ とし、τ に収束する相異なる既約分数列 tj ∈ (0,∞) ∩Q
を取る。補題 8.4.6より

S(∞s(tj)
∞) −→ K

である。各 j について、周期列 ∞s(tj)
∞ の中で S(∞s(tj)

∞)を実現する位置を一つ選び、その位置
が 0 になるようにシフトした列を c(j) と書く。周期列では S を与える候補が有限個しかないので、
このような位置は必ず取れる。すなわち ℓ0(c

(j)) = S(∞s(tj)
∞) である。

まず、各 c(j) の成分が一様に有界であることを確認する。任意の n ∈ Z に対して

c(j)n < ℓn(c
(j)) ≤ S(c(j)) < K
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である。ここで K = 3 + k1 + k2 + k3 は整数であり、c
(j)
n は正整数であるから、

c(j)n ∈ {1, 2, . . . ,K − 1}

がすべての j, n に対して成り立つ。そこで Z の元を 0, 1,−1, 2,−2, . . . の順に並べる。まず 0 番
目の座標に着目すると、(c

(j)
0 )j は有限集合 {1, . . . ,K − 1} に値を持つので、ある値を無限回取

る。したがって部分列を取ることで、c
(j)
0 が一定であると仮定できる。次にその部分列で与えられ

る c(j) を考えて、その中でさらに部分列を取れば、c
(j)
1 も一定であると仮定できる。この操作を

0, 1,−1, 2,−2, . . . の順に繰り返し、最後に対角部分列を取る。すると、任意の固定された n ∈ Z に
対して、c

(j)
n は十分大きい j で一定になる。したがって

cn := lim
j→∞

c(j)n

がすべての n ∈ Z に対して存在する。以下、直前でとった対角部分列を改めて c(j) と書き、
c = (cn)n∈Z とおく。
次に limj→∞ ℓ0(c

(j)) = ℓ0(c) を示す。ε > 0 を任意に取る。補題 8.4.3より、ある N ≥ 1 が存在
して、二つの両側無限正整数列が中央有限ブロック [−N,N ]で一致すれば、対応する ℓ0 の値の差は
ε 未満になる。いま各 n について、c

(j)
n → cn であり、しかも成分は整数値であるから、有限個の座

標 −N, . . . , N については、十分大きい j で

c(j)n = cn (−N ≤ n ≤ N)

が同時に成り立つ。したがって十分大きい j について |ℓ0(c(j)) − ℓ0(c)| < ε である。ゆえに
ℓ0(c

(j)) → ℓ0(c) が成り立つ。
一方、c(j) は ℓ0(c

(j)) → K となるように選んでいた。部分列を取ってもこの極限は変わらないの
で、極限の一意性より ℓ0(c) = K を得る。
次に、c の任意の有限ブロックが b(l) にも現れることを示す。有限ブロック

W = (c−N , c−N+1, . . . , cN )

を固定する。対角部分列の取り方により、十分大きい j に対して

(c
(j)
−N , c

(j)
−N+1, . . . , c

(j)
N ) = W

が成り立つ。したがって W は、無限個の j について、傾き tj の有理直線から得られる周期列
∞s(tj)

∞ の中に現れる。
各 j について、W を読む傾き tj の有限直線部分を γj とする。三角形分割と符号規則は整数平行

移動で不変であるから、γj を整数ベクトルだけ平行移動しても、そこから読まれる有限ブロックは
変わらない。そこで、各 γj の中央点が基本領域 [0, 1]2 に入るように整数平行移動しておく。この中
央点の一様有界性から、部分列を取ることで γj の中央点はある点 P ∈ [0, 1]2 に収束するとしてよ
い。またW は固定された有限ブロックであり、tj → τ であるから、十分大きい j に対して γj の長
さは一様に有界である。したがって、さらに部分列を取ることで γj は傾き τ で点 P を通る有限直
線部分 γ に収束するとしてよい。
ここで、γ が R̃2 上の点を通る場合がある。この場合、局所的には γj と同じ有限ブロック W を

含んでいるが、γ 全体で両側無限数列が定義できないという問題が起きるので、平行移動により少し
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ずらして直線上から R̃2 の点を外すことにより、γ と同じ傾き τ を持ち、γj と同じ有限ブロック W

を含むような両側無限数列に対応する直線を与える必要がある。γ の W を決める区間を変動させな
いように傾き τ を固定したまま切片を連続的に十分小さく動かした直線の切片全体から非空開区間
I をとる。このとき任意の θ′ ∈ I に対して、傾き τ の直線 lθ′ は有限ブロック W を読む。この θ′

をうまく選ぶことで lθ′ : y = τx + θ′ が R̃2 の点を通らないようにできる。実際、lθ が R̃2 上の点
(a, b) を通る条件は θ = b − τa である。したがって、傾き τ の直線が R̃2 上の点を通るような切片
全体は

Eτ = { b− τa | (a, b) は R̃2 上の点 }

という可算集合である。非空開区間 I から可算集合 I ∩ Eτ を除いても空ではないので、θ′ ∈
I \ (I ∩Eτ ) を取ることができる。このとき lθ′ は R̃2 上の点を通過しない。しかも θ′ ∈ I であるか
ら、lθ′ から得られる列の中には有限ブロック W が現れる。
一方、最初に固定した直線 l も傾き τ を持ち、R̃2 上の点を通過しない。したがって、補題 8.4.5

より、同じ無理数傾きの正則直線から現れる有限ブロック全体は切片によらない。よって W は b(l)

にも現れる。
いま ε > 0を任意に取る。補題 8.4.3より、十分大きい N を取れば、中央ブロックW が一致する
だけで ℓ0 の値は ε未満の誤差で決まる。この有限ブロックは b(l)の中にも現れるので、ある位置 q

について
ℓq(b(l)) > ℓ0(c)− ε = K − ε

が成り立つ。したがって S(b(l)) ≥ K − ε である。ε > 0 は任意であったから、S(b(l)) ≥ K が
従う。
以上より、

S(b(l)) = K = 3 + k1 + k2 + k3

が示された。

注 8.4.7. (k1, k2, k3) = (0, 0, 0) の場合、この定理は無理数傾きのメカニカル語に X 7→ (2, 2)、
Y 7→ (1, 1) を代入して得られる両側無限列が境界値 3 を与えるという事実に対応している。した
がって本節の定理は、有理数傾きの一般化強許容列が与える離散値の集積点が 3 + k1 + k2 + k3 であ
ることを、直線の符号規則の言葉で表したものと見ることができる。

最後に、この値はマルコフ定数としてだけではなくラグランジュ定数としても実現できることを示
してこの節を締める。

系 8.4.8. k1, k2, k3 ∈ Z≥0 と σ ∈ S3 を固定する。さらに l を R̃2 上の点を通過しない無理数傾き
τ の直線とし、b(l) = (bn)n∈Z を (k1, k2, k3, σ)-符号規則によって l から得られる両側無限正整数列
とする。このとき任意の r ∈ Z に対して αr := [0; br, br+1, br+2, . . .] とおけば、L(αr) = K が成り
立つ。

証明. r = 0 の場合を示せば他の場合は添え字をずらして同じ議論をするだけなので、r = 0を仮定
する。α := [0; b0, b1, b2, . . .] とおく。定理 3.1.3から

L(α) = lim sup
n→∞

([bn; bn+1, bn+2, . . .] + [0; bn−1, bn−2, . . . , b0])
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である。一方両側無限列 b(l) に対して
ℓn(b(l)) = [bn; bn+1, bn+2, . . .] + [0; bn−1, bn−2, . . .]

とおいていた。ここで 2つの連分数
[0; bn−1, bn−2, . . . , b0] and [0; bn−1, bn−2, . . .]

を比較する。これらは最初の n 個の部分商が一致している。したがって補題 3.1.7より
|[0; bn−1, bn−2, . . . , b0]− [0; bn−1, bn−2, . . .]| −→ 0 (n → ∞)

が成り立つことから
L(α) = lim sup

n→∞
ℓn(b(l))

が成り立つ。定理 8.4.2より S(b(l)) = K であるからすべての n ∈ Z に対して ℓn(b(l) ≤ K が成り
立つ。ゆえに

L(α) = lim sup
n→∞

ℓn(b(l)) ≤ K

である。
逆向きの不等式を示す。任意に ε > 0 を取る。S(b(l)) = K であるから，ある r0 ∈ Z が存在して

ℓr0(b(l)) > K − ε

となる。補題 8.4.3より，十分大きい N ≥ 1 を取れば，中央有限ブロック
W := (br0−N , br0−N+1, . . . , br0+N )

が一致する任意の両側無限正整数列 a に対して、対応する中心位置の ℓ-値は ℓr0(b(l)) と ε 未満し
か変わらない。特に b(l))の中でこの有限ブロック W が中心に現れる位置 q では

ℓq(b(l)) > K − 2ε

が成り立つ。
以下、この有限ブロック W が b(l) の正方向に無限回現れることを示す。W を読むために必要な
のは，直線 l の有限部分における有限個の交差だけである。また，l は R̃2 上の点を通過しないと仮
定しているので，この有限部分は関係する格子点や符号規則の境界から正の距離を持つ。したがって
直線 l を十分小さく平行移動してもこの有限部分における交差順序と符号は変わらない。すなわち，
同じ有限ブロック W を与える傾き τ の直線の位置全体は，R2/Z2 の中で空でない開集合を含む。
この開集合を U と書く。直線 l を傾き τ の方向に正方向へ進めることは、R2/Z2 上で傾き τ の

直線に沿って動かすことに対応する。τ は無理数であるから、この直線の正方向軌道は R2/Z2 で稠
密である。したがって、この軌道は U に無限回入る。これは，有限ブロック W が b(l) の正方向に
無限回現れることを意味する。したがってW が中心に現れる位置を q1 < q2 < q3 < · · · と取るこ
とができる。上で見たように，各 i について ℓqi(b(l)) > K − 2ε である。したがって

lim sup
n→∞

ℓn(b(l)) ≥ K − 2ε

を得る。ε > 0 は任意であるから
lim sup
n→∞

ℓn(b(l)) ≥ K

である。以上より
L(α) = lim sup

n→∞
ℓn(b) = K

が従う。
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8.5 (0, 0, 0)型と (2, 2, 2)型の関係性
GM数の中でも、(0, 0, 0)型（通常のマルコフ数のクラス）と (2, 2, 2)型の間には特別な関係性が
ある。それを見ることにしよう。k1 = k2 = k3 = 2 の場合、すなわち次の方程式

x2 + y2 + z2 + 2yz + 2zx+ 2xy = 9xyz (8.5.1)

を考える。このとき、次の定理が成り立つ。

定理 8.5.1. 正整数三つ組 (a, b, c) がマルコフ方程式の解であるとする。このとき (a2, b2, c2) は
(2, 2, 2)-GM方程式の解である。逆に、正整数三つ組 (A,B,C)が (2, 2, 2)-GM方程式の解であるな
らば、(

√
A,

√
B,

√
C)はマルコフ方程式の解である。

証明. 前半の主張を示す。(a, b, c) = (1, 1, 1) の場合は明らかである。(a, b, c) がマルコフ方程式の整
数解であると仮定する。このとき、(8.5.1) における (a2, b2, c2) のヴィエタ跳躍が((

b2 + c2

a

)2

, b2, c2

)
,

(
a2,

(
a2 + c2

b

)2

, c2

)
,

(
a2, b2,

(
a2 + b2

c

)2
)

で与えられることを示せば十分である。ここでは最初のヴィエタ跳躍の場合のみを示す。
(8.5.1) における (a2, b2, c2) の最初のヴィエタ跳躍は(

(b2)2 + 2b2c2 + (c2)2

a2
, b2, c2

)
=

((
b2 + c2

a

)2

, b2, c2

)

となり、所望の形になる。
次に後半の主張を示す。前半の主張と定理 5.1.3 より、(8.5.1) の各正整数解は帰納的に (a2, b2, c2)

の形に書け、(a, b, c) はマルコフ方程式の解である。これにより主張が従う。

この関係性を使うことにより離散マルコフスペクトラムと (2, 2, 2)一般化離散マルコフスペクトラ
ムの間にも簡明な関係性が生じることがわかる。

定理 8.5.2. r ∈ M0,0,0 ならば 3r ∈ M2,2,2 が成り立つ。逆に、R ∈ M2,2,2 ならば R
3 ∈ M0,0,0 が

成り立つ。

証明. まず前半を示す。r ∈ M0,0,0 とすると、あるマルコフ数mが存在して

r =

√
9m2 − 4

m

と書ける。したがって

3r =
3
√
9m2 − 4

m
=

√
81m4 − 36m2

m2
=

√
(9m2 − 2)2 − 4

m2

となる。定理 8.5.1より、m2 は (2, 2, 2)-GM数である。よって 3r ∈ M2,2,2 が従う。
後半は上の計算を逆に辿ることで従う。
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8.6 フロベニウスの一意性予想とその一般化
本節ではフロベニウスの一意性予想の自然な一般化について議論する。元の予想は次の主張で
ある。

予想 8.6.1 ([Fro13]). 任意のマルコフ数 c に対して、a ≤ b ≤ c を満たすマルコフトリプル (a, b, c)

は一意に存在する。

これは、マルコフツリーと分数ラベルの言葉で言い換えると次の主張となる。

予想 8.6.2. σ ∈ S3 を固定し、MT(0, 0, 0, σ) を考える。既約分数 t, s ∈ [1,∞] に対し、分数ラベル
がそれぞれ t, s であるマルコフ数を mt,ms とする。このとき mt = ms ならば t = s が成り立つ。

上記の素朴な予想には、次の予想が背景としてある。

予想 8.6.3. 任意の L ∈ M0,0,0 に対して、L = L(α) = L(β) ならば、α と β は GL(2,Z) 同値で
ある。

すなわち、3未満のラグランジュスペクトラムを与える無理数は GL(2,Z)同値による差を除いて
同値であろうという予想である。そして、この 2つの予想はマルコフの定理のもとで同値である。

命題 8.6.4. 予想 8.6.1（予想 8.6.2）と予想 8.6.3は同値である。

証明. 予想 8.6.2が成り立つとする。L = L(α) = L(β)となる α, β であって、α ∼ β でないものが
存在すると仮定する。L ∈ M0,0,0 であるとき、特に L < 3である。したがって、Lを与える両側無
限列は命題 8.3.15 によって有理傾きのメカニカル語に対応する。そこで、系 3.3.4 の操作で取れる
α, β に対応する両側無限列をそれぞれ t, sに対応するメカニカル語 bt,bs とする。定理 2.4.6より、
α ∼ β でないことからこの 2つの数列は循環シフトを許しても一致しないことがわかる。したがっ
ていま t 6= sである。ここで今予想 8.6.2の成立を仮定しているのでmt 6= ms であるが、

L(α) = S(bt) =

√
9m2

t − 4

mt
, L(β) = S(bs) =

√
9m2

s − 4

ms
(8.6.1)

なので L(α) 6= L(β)となって矛盾する。したがって α ∼ β である。
次に予想 8.6.3が成り立つとする。t, s ∈ [1,∞] ∩ Qに対して t 6= sとする。bt,bs をそれぞれ傾
きが t, sのメカニカル語とすると、命題 8.2.7から bt 6= bs である。より正確には、t 6= sならば循
環シフトを許しても同じ周期列にはならない。いま予想 8.6.3が成立することを仮定しているので、
bt,bs から系 3.3.4の操作で取れる 2次無理数をそれぞれ α, β とすると L(α) 6= L(β)である。この
ときもやはり (8.6.1)が成り立つので、mt 6= ms である。よって示された。

予想 8.6.1 の一般化として、著者と松下 [GM23b] は次の問題を提起した。

問題 8.6.5. 任意の (k1, k2, k3)-GM 数 c に対して、a ≤ b ≤ c を満たす (k1, k2, k3)-GM 三つ組
(a, b, c) は一意に存在するか？

同様に、予想 8.6.3 の一般化として、次の問題も考えられる。
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問題 8.6.6. 任意の L ∈ Mk1,k2,k3 に対して、L = L(α) = L(β) ならば、α と β は GL(2,Z) 同
値か？

なお、問題 8.6.5 と問題 8.6.6 は同値ではないことに注意する。
問題 8.6.5 の反例は、k1, k2, k3 が互いに異なる場合に現れる。実際、(1, 81, 17) と (7, 81, 2) はと
もに (1, 2, 0)-GMトリプル（さらに (1, 2, 0)-GM 方程式の正整数解）である。
[Hur91]によれば、問題 8.6.6 はM\M0,0,0 に対しては成り立たないことが知られている。ここ
ではこの現象の具体例を与える。k1 = k2 = k3 = 0でない場合、定理 8.1.1 に由来する明らかな反
例が存在する。一般化された強許容列 s(t)に対して α = [s(t)]、β = [s∗( 1t )] とおくと、定理 8.1.1

により L(α) = L(β) が成り立つ。
さらに、注 7.4.3 (7) により、s(t) と s∗( 1t ) の周期部分は、一般には循環シフトを許しても一致し
ない（k1 = k2 = k3 = 0 の場合を除く）。定理 2.4.6より、2つの無理数が GL(2,Z) 同値であること
と周期部分が循環シフトを除いて一致することは同値であるから、α と β は一般には GL(2,Z) 同
値ではない。
さらに、このタイプに属さない反例も存在する。これは問題 8.6.5 の反例を用いて構成できる。
実際、

L =

√
((3 + 0 + 1 + 2)81− 2)2 − 4

81
=

2
√
723

9

とおく。このとき、L = L(α) = L(β) を満たす異なる 2つの二次無理数 α, β が存在する。一つは
(1, 2, 0)-GMトリプル (1, 81, 17) に対応し、もう一つは (7, 81, 2)に対応する。
(1, 81, 17) は MT(1, 2, 0, id) の頂点に対応し、81 の分数ラベルは 1

3 である。このとき対応する二
次無理数は

α = [5, 1, 3, 3, 1, 4] =

√
723 + 25

9

である。一方、(7, 81, 2) は MT(1, 2, 0, (1 2 3)) の頂点に対応し、分数ラベルは 2
3 であり、

β = [5, 1, 1, 5, 3, 2] =

√
723 + 23

9

となる。これらの周期部分は一致せず、また互いの循環シフトや逆順にもなっていない。したがっ
て、この一致は同じ周期連分数から来る自明な一致ではなく、異なる GM木に属する GM数が同じ
値を与えることに由来する。
このような反例を与える (1, 81, 17) と (7, 81, 2) は異なる GM木から生じる（前者は σ = idであ
り、後者は σ = (1 2 3)である）。このことは、フロベニウスの一意性予想の一般化概念を考える際
は、同値な予想 8.6.2の一般化を考えることが適切であることを示唆している。

予想 8.6.7. σ ∈ S3 を固定し、MT(k1, k2, k3, σ) を考える。既約分数 t, s ∈ [1,∞] に対し、分数ラ
ベルがそれぞれ t, s である (k1, k2, k3)-GM 数を mt,ms とする。このとき mt = ms ならば t = s

が成り立つ。

ここで区間は [1,∞]としているが、反転 t 7→ 1/tと定理 5.2.10に現れる σ∗ への置き換えによっ
て、[0, 1]側で考えても同じ問題である。
k1 = k2 = k3 のとき、MT(k1, k2, k3, σ) は本質的に σ に依らない。この場合、この予想は問題

8.6.5の k1 = k2 = k3 の場合に対して肯定的な答えを与えることと同値である。一方、k1, k2, k3 が
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互いに異なる場合、この木は σ に依存し、この予想は問題 8.6.5 とは同値でなくなる。現在のとこ
ろ、この予想の反例は知られていない。
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w Lt(w) L̃t(w) N(w)

(1, 3, 3, 1, 5, 4, 1, 3, 4) 8227

(3, 3, 1, 5, 4, 1, 3, 4, 5) 32957

(3, 1, 5, 4, 1, 3, 4, 5, 1) 12039

(1, 5, 4, 1, 3, 4, 5, 1, 3) 12041

(5, 4, 1, 3, 4, 5, 1, 3, 3) 32937

(4, 1, 3, 4, 5, 1, 3, 3, 1) 8261

(1, 3, 4, 5, 1, 3, 3, 1, 5) 9997

(3, 4, 5, 1, 3, 3, 1, 5, 4) 31881

(4, 5, 1, 3, 3, 1, 5, 4, 1) 12199

(5, 1, 3, 3, 1, 5, 4, 1, 3) 11127

表 8.2 Lt(w)と L̃t(w)
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t s(t) α = [s(t)] mt L(α)

0

1
(1, 1)

√
5 + 1

2
1

√
5

1

1
(2, 2)

√
2 + 1 2 2

√
2

1

2
(2, 1, 1, 2)

√
221 + 11

10
5

√
221

5

1

3
(2, 1, 1, 1, 1, 2)

√
1517 + 29

26
13

√
1517

13

2

3
(2, 1, 1, 2, 2, 2)

√
7565 + 63

58
29

√
7565

29

1

4
(2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2) 5

√
26 + 19

17
34 10

√
26

17

1

5
(2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2)

√
71285 + 199

178
89

√
71285

89

3

4
(2, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2)

√
257045 + 367

338
169

√
257045

169

表 8.3 (k1, k2, k3) = (0, 0, 0)

t s(t) α = [s(t)] mt L(α)

0

1
(2, 1)

√
3 + 1 1 2

√
3

1

1
(3, 2)

√
15 + 3

2
2

√
15

1

2
(3, 1, 1, 3) 5

√
29 + 23

14
7 5

√
29

7

1

3
(3, 1, 2, 1, 1, 3) 7

√
51 + 43

25
25 14

√
51

25

2

3
(3, 1, 1, 3, 3, 2)

√
11235 + 83

53
53 2

√
11235

53

1

4
(3, 1, 2, 1, 1, 2, 1, 3)

√
15293 + 107

62
93

√
15293

31

1

5
(3, 1, 2, 1, 2, 1, 1, 2, 1, 3) 3

√
53207 + 599

346
346 3

√
53207

173

3

4
(3, 1, 1, 3, 2, 3, 3, 2)

√
308765 + 435

278
417

√
308765

139

表 8.4 (k1, k2, k3, σ) = (0, 0, 1, id)
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t s(t) α = [s(t)] mt L(α)

0

1
(2, 1)

√
3 + 1 1 2

√
3

1

1
(3, 3)

√
13 + 3

2
3

√
13

1

2
(3, 1, 2, 3)

√
399 + 17

10
10

√
399

5

1

3
(3, 1, 2, 2, 1, 3)

√
21605 + 127

74
37

√
21605

37

2

3
(3, 1, 2, 3, 3, 3)

√
47523 + 185

109
109 2

√
47523

109

1

4
(3, 1, 2, 1, 2, 2, 1, 3) 5

√
3003 + 237

137
137 10

√
3003

137

1

5
(3, 1, 2, 1, 2, 2, 1, 2, 1, 3)

√
4173845 + 1769

1022
511

√
4173845

511

3

4
(3, 1, 2, 3, 3, 3, 3, 3)

√
5654883 + 2018

1189
1189 2

√
5654883

1189

表 8.5 (k1, k2, k3, σ) = (0, 0, 1, (1 2 3))

t s(t) α = [s(t)] mt L(α)

0

1
(1, 1)

√
5 + 1

2
1

√
5

1

1
(3, 2)

√
15 + 3

2
2

√
15

1

2
(3, 1, 1, 2) 3

√
11 + 8

5
5 6

√
11

5

1

3
(3, 1, 1, 1, 1, 2) 15

√
3 + 21

13
13 30

√
3

13

1

4
(3, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2)

√
4623 + 55

34
34

√
4623

17

2

3
(3, 1, 1, 3, 2, 2)

√
2669 + 41

26
39

√
2669

13

1

5
(3, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2)

√
31683 + 144

89
89 2

√
31683

89

1

6
(3, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2)

√
217155 + 377

233
233 2

√
217155

233

表 8.6 (k1, k2, k3, σ) = (0, 0, 1, (1 3 2))
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t s(t) α = [s(t)] mt L(α)

0

1
(3, 1)

√
21 + 3

2
1

√
21

1

1
(4, 3) 4

√
3 + 6

3
3 8

√
3

3

1

2
(4, 1, 2, 4)

√
1023 + 29

13
13 2

√
1023

13

1

3
(4, 1, 3, 2, 1, 4) 3

√
2567 + 139

61
61 6

√
2567

61

2

3
(4, 1, 2, 4, 4, 3)

√
49506 + 195

89
178 2

√
49506

89

1

4
(4, 1, 3, 1, 2, 3, 1, 4) 44

√
273 + 666

291
291 88

√
273

291

1

5
(4, 1, 3, 1, 3, 2, 1, 3, 1, 4) 531

√
43 + 3191

1393
1393 1062

√
43

1393

3

4
(4, 1, 2, 4, 3, 4, 4, 3) 2

√
9600702 + 5431

2479
2479 4

√
9600702

2479

表 8.7 (k1, k2, k3, σ) = (0, 1, 1, id)

t s(t) α = [s(t)] mt L(α)

0

1
(2, 1)

√
3 + 1 1 2

√
3

1

1
(4, 3) 4

√
3 + 6

3
3 8

√
3

3

1

2
(4, 1, 2, 3) 2

√
39 + 11

5
10 4

√
39

5

1

3
(4, 1, 2, 2, 1, 3)

√
8463 + 82

37
37 2

√
8463

37

1

4
(4, 1, 2, 1, 2, 2, 1, 3)

√
469221 + 611

274
137

√
469221

137

2

3
(4, 1, 2, 4, 3, 3) 2

√
30102 + 305

139
139 4

√
30102

139

1

5
(4, 1, 2, 1, 2, 2, 1, 2, 1, 3) 6

√
45298 + 1140

511
511 12

√
45298

511

2

5
(4, 1, 2, 2, 1, 4, 3, 1, 2, 3) 22

√
43662 + 4050

1839
1839 44

√
43662

1839

表 8.8 (k1, k2, k3, σ) = (0, 1, 1, (1 2 3))
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t s(t) α = [s(t)] mt L(α)

0

1
(2, 1)

√
3 + 1 1 2

√
3

1

1
(4, 2)

√
6 + 2 2 2

√
6

1

2
(4, 1, 1, 3) 12

√
2 + 15

7
7 24

√
2

7

1

3
(4, 1, 2, 1, 1, 3)

√
15621 + 111

50
25

√
15621

25

2

3
(4, 1, 1, 4, 3, 2) 4

√
1743 + 138

67
67 8

√
1743

67

1

4
(4, 1, 2, 1, 1, 2, 1, 3)

√
53823 + 207

93
93 2

√
53823

93

1

5
(4, 1, 2, 1, 2, 1, 1, 2, 1, 3) 12

√
1299 + 386

173
346 24

√
1299

173

3

4
(4, 1, 1, 4, 2, 3, 4, 2)

√
2729103 + 1356

661
661 2

√
2729103

661

表 8.9 (k1, k2, k3, σ) = (0, 1, 1, (1 3 2))

t s(t) α = [s(t)] mt L(α)

0

1
(3, 1)

√
21 + 3

2
1

√
21

1

1
(5, 3)

√
285 + 15

6
3

√
285

3

1

2
(5, 1, 2, 4) 5

√
237 + 71

26
13 5

√
237

13

1

3
(5, 1, 3, 2, 1, 4) 11

√
1101 + 339

122
61 11

√
1101

61

2

3
(5, 1, 2, 5, 4, 3)

√
1692597 + 1167

434
217

√
1692597

217

1

4
(5, 1, 3, 1, 2, 3, 1, 4)

√
3045021 + 1623

582
291

√
3045021

291

1

5
(5, 1, 3, 1, 3, 2, 1, 3, 1, 4)

√
69839445 + 7775

2786
1393

√
69839445

1393

3

4
(5, 1, 2, 5, 3, 4, 5, 3)

√
485629365 + 19735

7346
3673

√
485629365

3673

表 8.10 (k1, k2, k3) = (1, 1, 1)
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t s(t) α = [s(t)] mt L(α)

0

1
(5, 1) 3

√
5 + 5

2
1 3

√
5

1

1
(8, 4) 3

√
2 + 4 4 6

√
2

1

2
(8, 1, 3, 6) 3

√
221 + 43

10
25 3

√
221

5

1

3
(8, 1, 5, 3, 1, 6) 3

√
1517 + 113

26
169 3

√
1517

13

2

3
(8, 1, 3, 8, 6, 4) 3

√
7565 + 247

58
841 3

√
7565

29

1

4
(8, 1, 5, 1, 3, 5, 1, 6) 15

√
26 + 74

17
1156 30

√
26

17

1

5
(8, 1, 5, 1, 5, 3, 1, 5, 1, 6) 3

√
71285 + 775

178
7921 3

√
71285

89

3

4
(8, 1, 3, 8, 4, 6, 8, 4) 3

√
257045 + 1439

338
28561 3

√
257045

169

表 8.11 (k1, k2, k3) = (2, 2, 2)

t s(t) α = [s(t)] mt L(α)

0

1
(3, 1)

√
21 + 3

2
1

√
21

1

1
(5, 4)

√
30 + 5

2
4

√
30

1

2
(5, 1, 3, 4) 10

√
26 + 47

17
17 20

√
26

17

1

3
(5, 1, 3, 3, 1, 4)

√
723 + 25

9
81 2

√
723

9

2

3
(5, 1, 3, 5, 4, 4)

√
5004165 + 2061

746
373

√
5004165

373

1

4
(5, 1, 3, 1, 3, 3, 1, 4)

√
1340963 + 1077

386
386

√
1340963

193

1

5
(5, 1, 3, 1, 3, 3, 1, 3, 1, 4)

√
16635 + 120

43
1849 2

√
16635

43

3

4
(5, 1, 3, 5, 4, 4, 5, 4) 2

√
150737006 + 22602

8185
8185 4

√
150737006

8185

表 8.12 (k1, k2, k3, σ) = (1, 2, 0, id)
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あとがき：更なる話題

本稿では、ラグランジュスペクトラム、マルコフスペクトラム、一般化マルコフ数、一般化コーン
行列、そして一般化離散マルコフスペクトラムまでを扱った。これらは一見するとかなり限定された
主題に見えるかもしれないが、実際にはディオファントス近似、連分数、語の組合せ論、双曲幾何、
曲面上の団代数、算術幾何、力学系などの多くの分野と接している。本稿を読み終えた読者が次にど
こへ進めばよいかを考えるため、（第 1章で取り上げた話題との重複を恐れずに）発展的な話題を列
挙する。
なおこの項はインターネット検索を許可した Chat GPT Proの出力結果を基盤にしている。この
ような広範囲におよぶ分野の俯瞰という点においては、もはや筆者では生成 AIには敵わないという
筆者自身の見解のもとでこの形をとることにした（ただし、それとは別に筆者が加えた項目も存在す
る）。文章の正確性や挙げている参考文献については原論文をあたるなどしてチェックしており、そ
れを踏まえた上で適切に加筆・編集を行ってはいるが、筆者にとって専門外の分野の話題も多く挙げ
ていることにご留意願いたい。またごく最近の研究に関しては、根拠となる論文がまだ査読が完了し
ていないプレプリントである場合があることについても注意が必要である。

(1) ホールの半直線、フレイマン定数、遷移区間
マルコフの定理が完全に支配する 3 未満の離散部分と、ホールの半直線が始まる領域の間
には、スペクトラムの最も複雑な部分が残されている。Hall は [6,∞) がラグランジュス
ペクトラムに含まれることを示し、Freiman は含まれる最大半直線の始点 cF を決定した
[Hal47, Fre75]。このため、古典的スペクトラムをさらに理解するには、[3, cF ) のいわゆる
遷移区間の構造を調べることが自然な課題になる。読者が本稿の第 3 章、第 4 章で学んだ
両側無限連分数列による表示は、この区間の研究でも基本的な道具である。現代的な概説
としては Cusick–Flahive の古典的モノグラフと、力学系・フラクタル幾何の視点を加えた
Lima–Matheus–Moreira–Romaña の本が有用である [CF89, LMMR20]。

(2) L と M の差はどこから現れるか
本稿では L ⊂ M という包含と、3 未満での一致を扱った。次の自然な問いは、M\L がどれ
ほど大きいか、またどれほど 3 に近いところから現れるかである。Moreira は、任意の半直線
(−∞, t) との交わりについて、ラグランジュスペクトラムとマルコフスペクトラムのハウスド
ルフ次元が一致することを示した [Mor18]。一方、Erazo–Lima–Matheus–Moreira–Vieira は
inf(M \ L) = 3 を証明し、両者の差が 3 を越えた直後からすでに現れることを明らかにした
[ELM+24]。これは「次元の観点では非常に近いが、集合としてはすぐに分岐する」という繊
細な現象であり、本稿の第 1章で概説した古典理論のその先にある中心的話題である。

(3) 力学的ラグランジュ/マルコフスペクトラム
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古典的な L とM は両側無限列の切断位置のシフト σと、0番目の位置での両側無限列の切断
により得た 2つの連分数の和を与える関数 ℓ0 の合成 ℓn = ℓ0 ◦ σn の上極限・上限によって表
されるが、両側無限列の代わりに集合X、連分数シフトの代わりにX の自己写像 ϕ : X → X、
連分数の和を与える関数の代わりに一般の関数 f : X → R（または C）をつかって f(ϕn(X))

の上極限・上限を考えることで一般の集合に関してもラグランジュ型・マルコフ型スペクトラ
ムというものを考えることができる。これらは力学的ラグランジュ/マルコフスペクトラムと
呼ばれており、今日でも盛んに研究されている。例えば Cerqueira–Matheus–Moreira は面上
の面積保存写像の馬蹄形（ホースシュー）に付随する一般化されたスペクトラムについて、ハ
ウスドルフ次元の連続性や L 型・M 型の次元一致を示した [CMM18]。さらに Cerqueira–

Moreira–Romaña は負曲率曲面上の測地流に対して同様の問題を扱っている [CMR22]。古典
的な連分数理論をこのような力学系に拡張すると何が保たれ何が失われるか、という観点は今
後の一般化理論にも有用である。

(4) 平行移動曲面のラグランジュスペクトラム
古典的なラグランジュスペクトラムは、モジュラー曲面上の測地線がカスプへどの程度深く入
り込むかを測る量としても解釈できる。この幾何学的解釈を出発点にすると、平行移動曲面に
対してもスペクトラムを定義できる。Artigiani–Marchese–Ulcigraiは平行移動曲面のラグラ
ンジュスペクトラムを定式化し [HMU15]、さらに Artigiani–Marchese–Ulcigrai はヴィーチ
曲面のラグランジュスペクトラムにホールの半直線が存在することを証明した [AMU16]。こ
のようにモジュラー曲面でない曲面に対するラグランジュスペクトラムの類似物についてもさ
まざまな研究が存在する。

(5) ラグランジュスペクトラムの乗法的類似
古典的なラグランジュスペクトラムは、等差数列 nα の mod1 における近似性を背景に持つ。
これに対し、秋山–金子は等比数列 αβn の小数部分を用いて、ラグランジュスペクトラムの乗
法的類似を導入し [AK21]、とくに β がピゾ数の場合にスペクトラムが閉集合になること、β

が整数の場合と β が二次単数の場合で区間を含むかどうかに違いが現れること、最小の集積
点やその下の孤立点を記述できることが示されている [AK21, AK22]。さらに、近年の秋山–

釡江–金子の仕事では、この乗法的スペクトラムと記号力学を結ぶ公式がさらに一般の多項式・
漸化式的な状況へ拡張されている [AKK25]。

(6) 非対称近似・非斉次近似のスペクトラム
本稿では標準的なラグランジュ定数とマルコフ定数に焦点を当てたが、近似の左右を非対
称に扱う、非同次な項を加えるなどすることによって別種のスペクトラムが現れる。例えば
Tornheim の非対称近似はこの方向の古典的な例である [Tor55]。2 変数 2 次形式の非同次最
小値について扱った古典としては [BSD52a, BSD52b, BSD54]がある。本稿で学んだ 2 次形
式の最小値問題と連分数表示は、これらの変種を理解する際の土台になる。一般化マルコフ数
から得られる離散値の族が、標準的な L や M 以外のスペクトラムにも現れるかどうかは、
自然な発展問題である。

(7) フロベニウスの一意性予想とその部分結果
フロベニウスの一意性予想は、マルコフ数の最も有名な未解決問題の一つである。Aigner の
本は、この予想を中心にマルコフの定理、分数ラベル、完全マッチングなどを一つの物語とし
て解説している [Aig13]。一意性予想自体は未解決だが、最大成分が素数の場合は Button に
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より、素数冪の場合は Schmutz、Lang–Tan、Zhang らの結果により肯定的に解かれている
[But98, LT07, Zha06]。なお一般化マルコフ数の一意性予想（予想 8.6.7）の素数（冪）バー
ジョンも k1 = k2 = k3 の場合に筆者–丸山が解決している [GM23a]。

(8) 分数ラベルによる順序とアイグナー型予想
フロベニウスの分数ラベルは、マルコフ数を単に列挙するだけでなく、大小関係を調べるため
の座標系にもなる。Lee–Li–Rabideau–Schiffler は傾きや格子点の情報からマルコフ数の大小
を判定する精密な不等式を与えた [LLRS23]。McShane は双曲幾何の長さ関数の凸性を用い
て関連する予想に新しい証明を与えている [McS21]。本稿で導入した一般化マルコフ数の場合
についても、k = k1 = k2 = k3 の場合に Banaianの論文 [Ban25]や Banaian-Huangの論文
[BH26]によって類似・一般化の結果が得られている。

(9) クリストッフェル語、スツルム語
マルコフ数と既約分数の対応は、格子線分を符号化するクリストッフェル語やその非循環
類似であるスツルム語の理論と深く結びついている。Reutenauer はクリストッフェル語と
マルコフトリプルの対応を明示し、さらにこの主題を組合せ論の立場から体系的に展開した
[Reu09, Reu19]。Cohn の行列化は、語を SL(2,Z) の行列積へ送ることで、トレース、連分
数、マルコフ数を結びつける [Coh55, Coh71]。本稿の一般化コーン行列は、この古典的な「語
から行列へ」という流れを一般化したものと見ることができる。語の反転、循環シフト、原始
語の分類などを丁寧に調べると、第 7章の行列表示の意味がさらに明確になる。

(10) 一点穿孔トーラスの単純閉測地線
マルコフ数は、一点穿孔トーラス上の単純閉測地線の長さと密接に関係している。Cohn はマ
ルコフ形式を一点穿孔トーラス上の測地線で表す視点を与え [Coh71]、McShane–Rivinは一点
穿孔トーラス上の単純測地線の長さをホモロジー上のノルムとして調べた [MR95a, MR95b]。
この見方では、分数ラベルはトーラスの普遍被覆における原始格子ベクトルの傾きに対応し、
マルコフ数はその傾きの測地線長を記録する量となる。Fisacの近年の研究は、単純長さスペ
クトラムを整数列の巡回シフト同値類の組合せ論に翻訳し、一意性予想の新しい定式化を与え
ている [Cam25]。

(11) マルコフ写像、ボウディッチ空間、マクシェイン恒等式
マルコフ三つ組を複素数値に拡張し、三分木上の関数として扱うとマルコフ写像の理論が現
れる。Bowditch はマルコフ三つ組と一点穿孔トーラス群の擬フックス表現を結びつけ、ボウ
ディッチ条件やマクシェイン恒等式の変種を導いた [Bow98]。この方向では、マルコフ方程式
は単なる整数方程式ではなく、自由群 F2 の SL(2,C) 表現の指標多様体上のトレース恒等式
として理解される。本稿では主に整数値の三つ組を扱ったが、同じ木構造と変異操作が複素指
標多様体上にも現れることを知ると、（一般化）マルコフ数の背後にある幾何がより立体的に
見える。

(12) 飾り付きタイヒミュラー空間と λ長さ
Penner の飾り付きタイヒミュラー空間では、曲面上の弧に λ 長さと呼ばれる正の実数が割
り当てられ、四角形の対角線交換はトレミー関係式で記述される [Pen87]。これは、曲面上の
三角形分割のフリップが団代数の変異に対応するという現代的な見方の幾何学的源流である。
Fock–Goncharovの高次タイヒミュラー理論では、局所系のモジュライ空間に正構造とクラス
ター座標が導入される [FG06, FG09]。本稿の一般化マルコフ方程式は、単に数式を変形した
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ものではなく、このような正構造、トレミー型関係式、変異の幾何と連続している。
(13) 曲面上の団代数とスネークグラフ計算

Fomin–Shapiro–Thurston は、境界付き曲面のタグ付き三角形分割と団代数のシードを対応
させる理論を構築した [FST08]。Fomin–Thurston はこれを λ長さの幾何と結びつけ、曲面
由来の団変数を正規化された λ長さとして解釈した [FT18]。Musiker–Schiffler–Williams は
曲面由来の団変数をスネークグラフの完全マッチングで表示し [MSW11]、Canakci–Schiffler

はスネークグラフ計算と連分数の対応を発展させた [ÇS13, ÇS18]。本稿の第 6 章に現れる
フェンス型順序集合、スケイン関係式、一般化マルコフ距離は、この完全マッチング表示と比
較すると理解しやすい。

(14) 一般化コーン行列のさらなる構造
本稿で扱った一般化コーン行列は、一般化マルコフ数を行列の成分として実現するための道
具であるが、それ自体もさらに豊かな構造をもっている。筆者–丸山–佐藤では、一般化コーン
行列と、この行列とパラレルに定まるマルコフモノドロミー行列と呼ばれる行列が、ともに
SL(2,Z) の行列族として導入され、一般化マルコフ方程式の正整数解の木構造を復元する役
割を果たすことが示されている [GMS24]。また Banaian–筆者の論文では、これらの行列を
ローラン多項式係数の行列へ持ち上げることで、一般化コーン行列およびマルコフモノドロ
ミー行列のクラスター化が与えられる [BG25]。したがって、一般化コーン行列の研究は、本
稿で述べた一般化マルコフ数の理論を団代数や曲面の組合せ論へ接続する自然な発展方向の一
つであるとも言える。

(15) 一般化離散マルコフスペクトラムの位置
本稿の主定理は、一般化マルコフ数から作られる離散的な値が実際にラグランジュスペクトラ
ムに入ることを示す。しかし、この値の集合が L の中でどの程度大きいのか、どのような蓄
積点を持つのか、異なる係数 (k1, k2, k3) から得られる集合がどの程度交わるのかは、まだ多
くが未解明である。(0, 0, 0) の場合には 3 未満の古典的離散部分が復元されるが、一般の係数
では得られる値が 3 の上にも現れる。このため、一般化離散マルコフスペクトラムは、古典的
離散部分と遷移区間の間を結ぶ具体的な供給源としても見ることができる。

(16) q-変形、ミラー変形、重み付き完全マッチング
マルコフ数の多項式やローラン多項式への変形も近年活発に研究されている。Morier-

Genoud–Ovsienko は q-有理数と q-連分数を導入し、ファレイ木や三角形分割と結びつけ
た [MGO20]。Kantarci Oguz は有向半順序集合とランク行列を用いて q-変形マルコフ数の組
合せモデルを与えた [Ogu25]。Evans–Jouteur–Morier-Genoud–Ovsienko は q-変形コーン行
列と重み付きスネークグラフの完全マッチングで q-マルコフ数を記述している [EJMGO25]。
さらに Bittmann–Jouteur–Kantarci Oguz–Molander–Yildirim はミラー・マルコフ数を導
入し、変形されたマルコフ方程式、変異、オービフォールド幾何を結びつけた [BJKO+26]。
本稿の一般化マルコフ数も、将来的にはこのような重み付き・変形付きの枠組みへ拡張できる
可能性がある。

(17) フリーズパターンとマルコフ数
コンウェイ–コクセターのフリーズパターンは、A型の団代数、三角形分割、トレミー関係式
と密接に関係している。Propp はフリーズパターンとマルコフ数の組合せ論を完全マッチン
グのモデルを通じて解説し、正ローラン性がなぜ現れるのかを直観的に説明している [Pro20]。
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Morier-Genoud のフリーズパターンに関する概説も、古典的なフリーズから現代的な団代数
までをつなぐ入口として有用である [MG15]。本稿の一般化コーン行列やフェンス型順序集合
はフリーズパターンそのものではないが、トレミー型関係式、完全マッチング（=順序イデア
ル）という共通の基盤を持つ。

(18) マルコフ–フルヴィッツ方程式と高次元化
古典的なマルコフ方程式は 3 変数の方程式だが、マルコフ–フルヴィッツ方程式

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n = ax1x2 · · ·xn + k

のような高次元版も研究されている。Gamburd–Magee–Ronan は n ≥ 4 の場合に整数点の
個数に対する漸近公式を与えた [GMR19]。高次元化では、ヴィエタ跳躍による木構造が単純
な三分木ではなくなり、整数点の軌道、成長、幾何的数論の問題が前面に出る。一般化マルコ
フ数の方程式も、係数を変えるだけでなく変数の数を増やす方向へ拡張できるか、またそのと
きスペクトラムとの接続が残るかは興味深い問題である。

(19) 有限体上のマルコフ方程式
マルコフ方程式を整数上だけでなく有限体 Fp 上で考えると、ヴィエタ跳躍たちが有限集
合上にグラフを作る。Bourgain–Gamburd–Sarnak は、マルコフ曲面の合同解に対するヴィ
エタ跳躍の作用を調べ、強近似や篩への応用を与えた [BGS16]。さらにこの方向性の研究は
Chenによって進められ、[Che24]によって、有限個の例外を除いた p において Fp 上のマル
コフ方程式の解集合に対してヴィエタ跳躍が推移的に作用することが証明された。一般化マ
ルコフ方程式に対しても、合同解のグラフがどのような連結成分を持つか、係数 (k1, k2, k3)

によって強近似性がどう変わるかは自然な発展課題であり、現にこの領域に関する結果が
[dCILM25, KN26] といった論文に現れている。

(20) マルコフ型 K3 曲面と算術力学
マルコフ型方程式は、K3 曲面や指標多様体の力学にも現れる。Fuchs–Litman–Silverman–

Tran はマルコフ型 K3 曲面上の自己同型群の軌道を調べ、有限体上の軌道分解や算術力学的
性質を研究した [FLST22]。古典的マルコフ曲面ではヴィエタ跳躍が整数点を生成するが、K3

曲面では同様の対合がより高次の幾何構造上で複雑な力学を生む。これは、マルコフ型方程式
を「整数解の木」から「代数多様体上の自己同型群作用」へ拡張する方向であり、一般化マル
コフ方程式の代数幾何的意味を考える際の重要な参照点になる。

(21) シンプレクティック幾何と CP2

マルコフ三つ組は、CP2 の例外束、重み付き射影平面、ラグランジアンセル複体などにも現
れる。古典的にはまず Rudakov がマルコフ数を用いて CP2 の例外束を分類したことが知ら
れている [Rud89]。近年では Evans–Smith はマルコフ数と CP2 内のラグランジアンセル複
体の関係を調べ、シンプレクティック幾何の中にマルコフ数が自然に現れることを示してい
る [ES18]。この方向では、マルコフ方程式はディオファントス近似から離れ、曲面の退化、ミ
ラー対称性、フレア理論に近い文脈で現れる。本稿の一般化マルコフ方程式がどのような幾何
的対象を分類しているのか、あるいはどのようなミラー側の変形として現れるのかは、まだ十
分に開かれた問題である。

(22) トーリック幾何とヒルツェブルフ–ユング連分数
本稿では主に正則連分数を用いてラグランジュ/マルコフスペクトラムを扱ったが、連分数は
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トーリック幾何にも自然に現れる。特に

[b1, . . . , br]− = b1 −
1

b2 −
1

. . . − 1

br

で定義されるヒルツェブルフ–ユング連分数は、二次元巡回商特異点 1
m (1, q) の最小解消を記

述する。すなわち
m

q
= [b1, . . . , br]−

であれば、例外曲線は鎖状に並び、その自己交点数は −b1, . . . ,−br で与えられる [Ful93,

CLS11, PP07]。この観点からもマルコフ数は代数曲面の退化やワール特異点と結びつく（1

つ前の項はシンプレクティック幾何側からの観点だったが、こちらは双有理幾何的な観点であ
る）。Urzúa–Zúñigaは、マルコフ三つ組に付随するワール特異点のヒルツェブルフ–ユング連
分数を用いて、マルコフ数の双有理幾何的構造を調べた [UZ23]。さらに一般化マルコフ数に
ついても、ヒルツェブルフ–ユング連分数を通して巡回商特異点との対応が現れる。例えば k-

ワール鎖は [k+2] から帰納的に得られるヒルツェブルフ–ユング連分数であり、k-一般化マル
コフ三つ組から生じる巡回商特異点を含むクラスとして研究されている [GMS24, Sat26]。

(23) 成長法則
マルコフ数を大きさ順に数える問題は、Zagier によって古典的に研究されており、与えられ
た上限以下のマルコフ数の個数は対数的な二次成長を示す [Zag82]。一点穿孔トーラスの単純
閉測地線の計数として見ると、ミルザハニの単純閉測地線の成長定理とも同じ大きな文脈に入
る [Mir08]。一般化マルコフ数についても、木の深さ、分数ラベルの分母、値の大きさ、対応
するスペクトラム値を同時に数えることで、古典理論とは異なる成長法則が現れる可能性があ
る。計算実験を行う際には、単に値を列挙するだけでなく、どのパラメータに対して何を数え
るかを明確にすることが重要である。

(24) 団代数の変異不変量としてのマルコフ型方程式
団代数の変異は、しばしば多項式不変量やディオファントス方程式の正整数解を保つ。Chen–

Li は、変異同値類の符号同値性を分類し、マルコフ型方程式への応用を与えている [CL25b]。
また Chen–Li、Bao–Li、Chen–Jia らの近年のプレプリントでは、変異不変量、団対称性、
トロピカル化などの観点からマルコフ型方程式を調べている [CL25a, BL25, CJ25]。本稿で
扱った一般化マルコフ方程式も、変異で保存される量を正整数解の方程式として読む例であ
る。したがって、どのような団代数的不変量が「良い」ディオファントス方程式を生むかを分
類する問題は、一般化マルコフ数の理論をさらに広げる可能性を持つ。

以上の話題は、本稿で扱った一般化離散マルコフスペクトラムが孤立した構成ではなく、古典的
ディオファントス近似から現代的な団代数・双曲幾何・算術幾何に至る大きな流れの中にあることを
示している。本稿の内容を足がかりに、読者がそれぞれの関心に応じてこれらの方向へ進んでくれれ
ば幸いである。
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付録 A

本文中で使用した有名事実の証明

A.1 ボルツァノ=ワイエルシュトラスの定理
定理 A.1.1. 有界な実数列 (xn)n≥1 は収束する部分列をもつ。

証明. (xn) が有界であるから、ある実数 a1, b1 が存在して

a1 ≤ xn ≤ b1 (n ∈ N)

が成り立つ。そこで I1 = [a1, b1] とおく。
次に、I1 を中点で二等分する。すると、その二つの半区間の少なくとも一方には数列 (xn) の項が
無限個含まれる。実際、もし両方の半区間に含まれる項がそれぞれ有限個しかなければ、I1 に含ま
れる項全体も有限個となってしまい、これは (xn) がすべて I1 に入ることに矛盾する。
そこで、I1 を二等分した半区間のうち、(xn) の項を無限個含む方を I2 とする。同様にして、Ik =

[ak, bk] が定まったら、それを二等分し、そのうち (xn) の項を無限個含む方を Ik+1 = [ak+1, bk+1]

と定める。こうして I1 ⊃ I2 ⊃ I3 ⊃ · · · なる閉区間列が得られ、各 k について

bk − ak =
b1 − a1
2k−1

が成り立つ。また、各 Ik は (xn) の項を無限個含む。
ここで、各 Ik から部分列を選ぶ。まず I1 に属する項から xn1

を 1つ取る。次に、I2 は無限個の
項を含むので、n1 より大きい添字をもつ項で I2 に属するものを 1つ取り、それを xn2

とする。同
様にして、Ik は無限個の項を含むから、nk−1 より大きい添字をもつ項で Ik に属するものを 1つ取
り、それを xnk

とする。すると n1 < n2 < · · · であり、各 k について xnk
∈ Ik が成り立つ。した

がって (xnk
) は (xn) の部分列である。

次に、この部分列が収束することを示す。閉区間列が入れ子になっているので

a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ · · · , b1 ≥ b2 ≥ b3 ≥ · · ·

である。数列 (ak) は上に有界だから、実数の完備性より x := sup{ak | k ∈ N} が存在する。
各 k について、Ik+1 ⊂ Ik であるから aj ≤ bk がすべての j に対して成り立つ。よって bk は

{aj} の上界であり、x ≤ bk となる。一方、定義より ak ≤ x であるから、

x ∈ [ak, bk] = Ik (k ∈ N)



付録 A 本文中で使用した有名事実の証明 190

が成り立つ。
したがって、各 k について xnk

∈ Ik かつ x ∈ Ik なので、

|xnk
− x| ≤ bk − ak =

b1 − a1
2k−1

.

右辺は k → ∞ で 0 に収束するから、xnk
は x に収束する。よって (xn) は収束する部分列をも

つ。

A.2 ケーリー・ハミルトンの定理
定理 A.2.1. L を体とし、A ∈ Mn(L) とする。A の特性多項式

χA(t) = det(tEn −A) = tn + cn−1t
n−1 + · · ·+ c1t+ c0

を考えると、
χA(A) = An + cn−1A

n−1 + · · ·+ c1A+ c0En = 0

が成り立つ。ただし En は n次単位行列である。

証明. 行列 tEn −A ∈ Mn(L[t]) に対して伴随行列（余因子行列を成分に持つ行列の転置）をとると

adj(tEn −A) (tEn −A) = det(tEn −A)En = χA(t)En

が成り立つ。
adj(tEn − A) の各成分は (n − 1) 次以下の多項式であるから、ある B0, B1, . . . , Bn−1 ∈ Mn(L)

が存在して
adj(tEn −A) = Bn−1t

n−1 +Bn−2t
n−2 + · · ·+B1t+B0

と書ける。これを上式に代入して展開すると(
Bn−1t

n−1 +Bn−2t
n−2 + · · ·+B1t+B0

)
(tEn −A)

= Bn−1t
n + (Bn−2 −Bn−1A)tn−1 + · · ·+ (B0 −B1A)t−B0A

= (tn + cn−1t
n−1 + · · ·+ c1t+ c0)En.

よって係数比較により

Bn−1 = En, Bk−1 = BkA+ ckEn (k = 1, 2, . . . , n− 1), −B0A = c0En

を得る。ここで最初の関係から順に代入していくと

Bn−2 = Bn−1A+ cn−1En = A+ cn−1En,

Bn−3 = Bn−2A+ cn−2En = A2 + cn−1A+ cn−2En,

...

B0 = An−1 + cn−1A
n−2 + · · ·+ c2A+ c1En.

これを −B0A = c0En に代入すると

−
(
An + cn−1A

n−1 + · · ·+ c2A
2 + c1A

)
= c0En
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となるので
An + cn−1A

n−1 + · · ·+ c2A
2 + c1A+ c0En = 0.

すなわち χA(A) = 0 である。

系 A.2.2. A =
[
a b
c d

]
∈ M2(K) とすると

A2 − tr(A)A+ det(A)E2 = 0

が成り立つ。特に
A2 − (a+ d)A+ (ad− bc)E2 = 0

である。

証明.

χA(t) = det(tE2 −A) = det

[
t− a −b
−c t− d

]
= (t− a)(t− d)− bc = t2 − (a+ d)t+ (ad− bc).

したがって、定理より
χA(A) = A2 − (a+ d)A+ (ad− bc)E2 = 0

が成り立つ。

A.3 線形漸化式を満たす解数列空間の基底
定理 A.3.1. L を体とし、c0, c1, . . . , cn−1 ∈ L とする。数列 (am)m≥0 が斉次線形漸化式

am+n + cn−1am+n−1 + · · ·+ c1am+1 + c0am = 0 (m ≥ 0)

を満たすとする。この漸化式の特性多項式 p(x) := xn + cn−1x
n−1 + · · · + c1x + c0 が L 上で相

異なる n 個の根 λ1, λ2, . . . , λn をもつならば、この漸化式を満たす数列全体の L ベクトル空間は
(λm

1 )m≥0, (λm
2 )m≥0, . . . , (λm

n )m≥0 の張る空間と一致する。したがって任意の解数列 (am)m≥0 は
一意的に

am = α1λ
m
1 + α2λ

m
2 + · · ·+ αnλ

m
n (m ≥ 0)

と表される。

証明. まず各 i = 1, . . . , n に対して数列 u(i) = (λm
i )m≥0 は与えられた漸化式を満たす。実際

λm+n
i +cn−1λ

m+n−1
i + · · ·+c1λ

m+1
i +c0λ

m
i = λm

i

(
λn
i +cn−1λ

n−1
i + · · ·+c1λi+c0

)
= λm

i p(λi) = 0

であるから、u(i) は解である。したがってその任意の一次結合もまた解である。このとき

span{u(1), u(2), . . . , u(n)} ⊆ S

が成り立つ。ただし S はこの漸化式を満たす数列全体の空間である。
次に逆包含を示す。任意に a = (am)m≥0 ∈ S を取る。係数 α1, . . . , αn ∈ L を

ak = α1λ
k
1 + α2λ

k
2 + · · ·+ αnλ

k
n (k = 0, 1, . . . , n− 1)
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で定めたい。これは連立一次方程式
1 1 · · · 1
λ1 λ2 · · · λn

λ2
1 λ2

2 · · · λ2
n

...
...

...
λn−1
1 λn−1

2 · · · λn−1
n



α1

α2

...
αn

 =


a0
a1
...

an−1


を解くことで求められる。
左辺の係数行列はヴァンデルモンド行列であり、その行列式は ∏

1≤i<j≤n(λj − λi) である。
λ1, . . . , λn は相異なるから、この行列式は 0ではなく、したがって上の連立方程式はただ一つの解

α1, . . . , αn

をもつ。ここで
bm = α1λ

m
1 + α2λ

m
2 + · · ·+ αnλ

m
n (m ≥ 0)

とおくと、b = (bm)m≥0 は先に示した通り漸化式の解であり、さらに k = 0, 1, . . . , n− 1で ak = bk

を満たすので (am)m≥0 = (bm)m≥0 である。よって

S ⊆ span{u(1), u(2), . . . , u(n)}

が従う。以上より
S = span{(λm

1 )m≥0, (λ
m
2 )m≥0, . . . , (λ

m
n )m≥0}

である。一意性はヴァンデルモンド行列が可逆行列であることから直ちに従う。

A.4 無理数回転軌道の稠密性
定理 A.4.1. τ ∈ R とする。このとき、部分集合

{n+ τm+ Z | m,n ∈ Z } ⊂ R/Z

が R/Z において稠密であるための必要十分条件は、τ /∈ Q である。
特に、τ が無理数ならば、

{n+ τm+ Z | m,n ∈ Z }

は R/Z で稠密である。

証明. まず、任意の n ∈ Z に対して n+ Z = 0 が R/Z で成り立つ。したがって

{n+ τm+ Z | m,n ∈ Z } = {mτ + Z | m ∈ Z }

である。よって、右辺の集合の稠密性を調べればよい。
まず τ ∈ Q とする。このとき τ = p/q と書ける。ただし p, q ∈ Z, q ≥ 1, gcd(p, q) = 1 とする。
すると

mτ + Z =
mp

q
+ Z

であるから、{mτ + Z | m ∈ Z} は高々 q 個の点からなる。したがって有限集合であり、R/Z で稠
密ではない。
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次に τ /∈ Q とする。任意の空でない開区間 I ⊂ R/Z を取る。I の R/Zと [0, 1)を同一視した時
の長さを ℓ > 0 として、 1

N < ℓ を満たす整数 N ≥ 1 を取る。いま、N + 1 個の数

0, τ, 2τ, . . . , Nτ

の小数部分を考える。区間 [0, 1) を長さ 1/N の N 個の小区間に分割すると、鳩の巣原理により、あ
る 0 ≤ i < j ≤ N が存在して、{iτ}, {jτ} は同じ小区間に入る。ここで {x} は x の小数部分を表
す。したがって、q = j − i とおくと、1 ≤ q ≤ N かつ ‖qτ‖Z < 1

N が成り立つ。ただし

‖x‖Z := min
r∈Z

|x− r|

と定める。τ は無理数なので qτ /∈ Z である。よって δ := ‖qτ‖Z とおくと、0 < δ < 1
N である。必

要なら q を −q に取り替えることで、

qτ + Z = δ + Z

としてよい。ここで、円周 R/Z 上の点 0, δ, 2δ, . . . ,Kδ を考える。ただしK =
⌊
1
δ

⌋ とする。このと
き、隣り合う点の間隔は δ であり、最後の点 Kδ から 1 までの間隔も δ 以下である。したがって、
長さが δ より大きい任意の開区間は、これらの点のうち少なくとも一つを含む。
いま

δ <
1

N
< ℓ

であるから、開区間 I はある kδ + Z を含む。一方、

kδ + Z = kqτ + Z

である。したがって、I はmτ + Z の形の点を含む。ただし m = kq ∈ Z である。
以上により、任意の空でない開区間 I ⊂ R/Z は {mτ + Z | m ∈ Z } と交わる。ゆえに

{mτ + Z | m ∈ Z } は R/Z で稠密である。
したがって {n+ τm+ Z | m,n ∈ Z } も R/Z で稠密である。
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